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ETUDE D'UNE FONCTION NUMERIQURE

Domaine de définition d’une fonction : j
Soient P et @ deux polyndmes
f une fonction numérique de la variable réelle & définie par : Domaine de définition de f :
f(@) = P(2) D, =R
P(x)
f(z) = Dy ={x € R/Q(z) # 0}
Q(z) d
@) = VP(@) D; = {z € R/P(2) > 0}
VP(x)
f(z) = Dy ={x € R/P(z) > 0et Q(x) > 0}
VQ()
P(z) P(z)
f(a:)z\/ Df={w€R/—20etQ(az);£0}
Q(x) Q(x)
Denominateur # 0
Dy ={x € R/f(x) € R} f(z) eR &
Interieur de \/~ > 0
r Parité-Périodicité
Type de f Définition Conséquences
—x € Dy o il suffit de I'étudier sur Dy N RT
S est paire (Vx € Dy) :
f(—z) = f(x) o (Cy¢) est symetrique par rapport a (oy)
—x € Dy o il suffit de I’étudier sur Dy N RT
f est impaire (Vx € Dy) :
f(—z) = —f(x) o (Cy¢) est symetrique par rapport & O
z+T € Df
f est périodique | (Vx € Dy) : o il suffit de I’étudier sur de période T'(T" > 0)
L f(x+T) = f(x)
'7 Symeétrie
Propriété équivalent a Conséquences
2a —x € Dy
la droite £ = a est un (Vx € Dy) : il suffit de ’étudier sur
f(2a —z) = f(x)
axe de symetrie de (Cy) Dy N [a,+oo]
2a —x € Dy
la point Q(a, b) est un (Vx € Dy) : il suffit de 'étudier sur
f(2a — ) = 2b— f(a)
centre de symetrie de (Cy) Dy N [a, +oo]
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| Concavité d’une fonction [

e Si f” s’annule en a de I et change de signes au voisinage de a, alors le point A(a, f(a)) est un point d’inflexion

de (Cf)
e Si f/ s’annule en a de I et ne change pas de signes au voisinage de a, alors le point A(a, f(a)) est un point

d’inflexion de (CYy).

-

@ a ® a
£ = 0 + £ + 0 -
Concavité f(a) Concavité f(a)
convexe convexe
Lo (Cy) Convexe sur I si:Va € I; f(x) >0 o (Cy) Concave sur I si: Ve € I f(z) < 0.

(Cr) &

Position relative :

(D)

Position relative de (C) et une droite (D) : y = axz+b:
- f(x) — (ax + b) > 0 = (Cy) est au dessus de (D).
- f(x) — (ax + b) < 0 = (C}y) est au dessous de (D).

xTr

a

f(z) — (az +b)

_|_

0 —

La position relative

de (Cy) et(D)

Cy est au dessus

de la droite (D)

Cy est au dessous

de la droite (D)

Q : Point d’intersection

(Cy) N (D) = 2 (a, f (a))

Comparaison de fonctions

Résolution f(x) =k

On trace la droite d’équation y = k et on lit les
abscisses des points d’intersection avec la courbe.
Donc I'ensemble des solutions de cette équation est :

Résolution f(x) = g(x)

On trace les deux courbes (Cy) et (Cg) et on lit les
abscisses des points d’intersection .

Donc I'ensemble des solutions de cette équation est :

S = {x1;x2} S=1 )
= {z1; 22

y y
Cy)

/
7

/a:1

Résolution f(x) >0

Ty

\Vo

Résolution f(x) > g(x)
Soient les courbes (Cy) et (Cy)

Soit la courbe (C¥)
I’ensemble des solutions de cette inéquation est : I’ensemble des solutions de cette inéquation |est :
S =]@1; @2 [U]zs; +00] S = [z1; 2] U [23; +00]
Cy)
|
|
H i \ 2 T3 X
1 ) 3 1 I I
Cy)
Cr)
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—II Limites d’une fonction ]l—

e Limites et inverses des fonctions :  +— 2" (n € N*) ¢t ¢ — /x

lim v/ =0 limz™ =0 lim vz = +o0o
x—0 z—0 x—+o0
. 1 . 1 .1
lim — =0 lim — =0 lim — =0
x——oco M x— oo \/5 x—toco
Si n est un nombre pair alors : Si n est un nombre impair alors :
lim z" = +oo lim z" = +oo lim z" = 4o lim =" = —oc0
x—-+oco T——0o0 xr— 400 T—— o0
1
lim — =+ lim — =+ lim — =+ lim — = —>
z—0t ™ z—0— ™ z—0t+ ™ z—0— ™
e Limites des fonctions polynémes et rationnelles :
Cas (1) Cas (2)
. _ . n n—1 — 9 n
lim P(z) = P(a) mkrfoo (anz™ + an_12™ ' 4+ ...+ ag) = mkrfoo (anx™)
P(z) . AnZ™ + ap_12™ 1+ ...+ ao . an,x”
im lim = lim
z—a Q(x) z—too \ by, @™ + by 221 4+ ...+ by z—too \ b, ™
(On replacer @ par a a l'expres-
. P(x)
sion du )
Q(x)
e Limites des fonctions trigonométriques
. sinx . tanz . 1—coszx 1
lim =1 lim =1 lim ——— = —
r—0 g z—0 z—0 x? 2
sin(ax) tan(ax) . 1—cos(ax) a?
lim ——= =a lim —— =a lim —— = —
xz—0 @€ xz—0 €xr x—0 2 2

e Limites des fonctions de type : © — +/u(x)

o Pour trouver la limite : lim(y/u(x)) Il faut .

d’abord trouver la limite : lim(u(x)) mllgclo aE) | 20 e
o Les résultats restent valable, & droite en xg, a .

gauche en xg, ecn +0o ¢t en —oo mlggo Vu(z) Ve | +oo

e Théoréme de comparaison :

g(z) < f(=) < h(z)

i = 1' == E
wlg]grclo g(x) =2 = o f(x)
f(z) < g(x)

= ILm flx) = —o0
lim g(x) = —o0 °
T—rTo
|f(xz) — £| < h(x)
= li)m f(z) =
g(z) < f(=)
= li)m f(x) =400
lim g(x) = +o0 °
T—rTo
o Ces résultats restent valable, a droite en xg, a gauche en xq, en +00 et en —oo 4}
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Limites et opérations :

e Formes indéterminées : (FI) 0 X oo | (+00) + (—0) z g
e Somme lim(f + g)
wligvlof(w) £ £ £ —o0 | +o00 | +0
Jma@ | ¢ | o] 4o | —oo|+oo | oo
Jim [9(@) + £(@)] | £+¢ | —00 | +00 | =00 | o0 | I

e Produit lim(f X g)

li)m f(x) L £<0 £>0 —oo | —o0 | 400 0
li)m g(x) A —00 | +00 | —o0 | +00 | —00 | +00 | +00 | oo

lim [g(z) X f(x)] | £x € | +00 | —co | —00 | +00 | 400 | —00 | +00 | FI

e Quotient lim(g)

lim f(x) L L £<0 £>0 —00 400 0 | £oo
T—r2To
lim g(z) | £ #0|*co | 0O | 0t | 0= | 0oF | o= | 0oF | 00 | OF | 0 | £o0o
xT—rTQ
. f(=) £
lim —= — 0 oo | —o0 | —o0 | 00 | o0 | —00 | —c0 | +00 | FI FI
r—x0 g(ag) VA4
L Ces résultats restent valable, & droite en xg, & gauche en g, en +00 et en —oo
Continuité d’une fonction :
e Continuité en un point : f cst continue en zo < li}m f(x) = f (x0)
T o

e Continuité a droite - Continuité a gauche :
f est continue & droite en ®o <> lim f(x) = f (zo) f est continue a gauche en o < Jm f(x) = f (zo)
0 o
x>x0 <o

| f est continue en ¢ < f est continue a droite et & gauche en a:0|

e Continuité sur un intervalle
¢ f est continue sur un intervalle ouvert |a, b[ si f est continue en chaque élément de |a, b[
¢ f est continue sur un intervalle fermé [a, b] si f est continue sur l'intervalle ouvert ]a, b[ et f est
L continue a droite en a et a gauche en b

Opérations sur les fonctions continues :

e Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et k un réel
¢ Les fonctions f 4+ g, f X g, kf et f™ avec n € N, sont continues sur

¢ Les fonctions — et — sont continues sur I si g ne s’annule pas sur I

g g
e Composé de deux fonctions continues :
Si f une fonction continue sur un intervalle I et g une fonction continue sur Uintervalle f(I),
alors la fonction g o f est continue sur I
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L’image d’un intervalle par une fonction continue : ‘

e L’image d'un segment par une fonction continue est un segment
e [’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle

Soit f est continue et strictement monotone sur un intervalle 1
Le tableau suivant illustre les différents cas possibles de I'intervalle f(I)

L’intervalle f(I)
L’intervalle I

f est strictement croissante sur [ f est strictement décroissante sur [

o] [7(a):10) 7 (0): ()]
[a.] 7(a); lim £(z) tim_f(e)if(a)
ot i 1)) 16)s 1 1)
o | 7(e): 1 1) i 7(a): tim, ()
o voe] [r(e): 1m_s(2) | r(2):s (o
Jou +-oe] Wi ) O )
~os,d] | 1 #(z):£(a) #(a); tim_£(x)
e Jim_f(s)s 1 (o) i f(a)s 1 /()
R Jm 1(e): tm 1 (s) Jm 1(e): tm_1(2)

|

Théoréme des valeurs intermédiaires : :

e Si f est continue sur un intervalle [a, b], alors pour tout réel 3 compris entre f(a) et f(b) il existe au

moins un réel a de lintervalle [a, b] tel que | f(a) = 3
e Si f est continue sur un intervalle [a, b] telle que f(a) X f(b) < 0 alors I'équation | f(x) = 0 | admet au

moins une solution a dans l'intervalle Ja, b[
e Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b] telle que f(a) X f(b) < 0 alors '¢quation

L f(x) = 0| admet une solution unique « dans Uintervalle |a, b[
{7 Méthode de dichotomie —‘

Soit f est fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b] telle que f(a) X f(b) < O

‘équation | f(x) = 0|admet une solution unique « dans ]a, b[

° f(a)xf(aT-l_b><O$a<a<a+b

b—a

P’amplitude de cet encadrement est :

a—i—b]

On poursuit la recherche de e sur 'intervalle {a;

. f(b)xf<$><0:a7+b<a<b

I'amplitude de cet encadrement est : ———.

. . a+b
On poursuit la recherche de « sur U'intervalle S H)
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Fonction réciproque

W Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I
Alors f admet une fonction réciproque, notée £, définie sur I'intervalle f(I) et on a :

=)=y
xz € f(I)

fly) ==

yel

f Détermination de I’expression de f~!(x) :
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I
Soit  un élément de f(I) et y un élément de I tel que : £~ (z) =y
Ona: f ' (z) = y < f(y) = @ et en résolvant 'équation f(y) = x d’inconnue y On déduit 'expression
de f~1(x) pour tout « de f(I)

Continuité de la fonction réciproque :
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I Alors une fonction réciproque
f~1 est continue sur l'intervalle f(I)

W Dérivabilité de la fonction réciproque
Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I et ¢ un élément de f(I)
o Si f est dérivable en g et si f/ (z9) # 0, alors la fonction ' est dérivable en yo et on a :

—1\/ _ 1
(F71) (yo) = 7 (wo) (o)

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I

B 1
@)

® Si f est dérivable sur I et f’ ne s’annule pas sur I alors la vz € F(I)
fonction £~ est dérivable sur f(I) ct on a :

(£ (=)

W Monotonie de la fonction réciproque :
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I
Alors une fonction réciproque ™' est strictement monotone sur f(I) et varie dans le méme sens que f

La courbe représentative de la fonction réciproque : | j

Dans un repére orthonormé (C f—l) est le symétrique de (Cy) par rapport & la premiére bissectrice du repére
(droite d’équation : y = x )

La courbe (Cjy) La courbe (Cj-1)

Al(b, ll) e (Cf—l)

A(a,b) € (Cy)

admet une asymptote verticale admet une asymptote horizontale

d’équation : © = a

admet une asymptote horizontale
d’équation : y = a

admet une asymptote oblique

d’équation : y = ax + b

admet une tangente (ou demi-
tangente) verticale

admet une tangente (ou demi-
tangente) horizontale

Prof : Zadi Khalid

d’équation : y = a

admet une asymptote verticale
d’équation : ® = a

admet une asymptote oblique
1 b
d’équation : y = —x — —
a a

admet une tangente (ou demi-
tangente) horizontale

admet une tangente (ou demi-
tangente) verticale
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\/‘| Fonction racine n-iéme L| —

ﬁ Soit n un entier naturel non nul
La fonction : & + x™ est continue et strictement monotone sur 1’ intervalle [0; 400 elle admet une fonction
réciproque définie sur [0; +0o[, nommée racine n-iéme et que 'on note g/~ et on a :

V(zsy) ERL? Yz =y z=9y"

WV(w;y)ERi Vn € N*
e VvVt ==z o (V)" == o Yz = Yy =y e Yz > Yy >y

WV(w;y) €R® VY(msn) € (N*)z

.« VEx ¥i=Vaxy . (VB = Vo « L= wro

o wE= "z o Vz= "Xam

f! Ensemble de définition : L’ensemble de définition de la fonction @ — {/u(x) est

D ={x € R/x € D, et u(x) > 0}

Limites des fonctions racine n-iéme

lim u(z) |£>0]| 400

T—rTo
li)m Vu(xz) | Ve | 400
xT o

Ces résultats restent valable, & droite en ag, & gauche en xg, en +00 et en —oo

Continuité des fonctions racine n-iéme :

Si f une fonction définie , positive et continue sur un intervalle I alors la fonction & — {/u(x) est continue
sur I

Dérivée des fonctions racine n-iéme

Si w une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I Alors la fonction : @ — {/u(x) est dérivable

sur I et on a :
" 7 u’(z)
el (V@) = mr

’-7 Résolution de l’équation: z € R z"=a (a€R) (——7W——+

n un entier naturel impair | n un entier naturel pair non nul
a>0 § = {Va} S = {—¥/a; Va}
a=0 S = {0} S = {0}

a<o0 S ={-¥/lal} S=o
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Puissance rationnelle d’un nombre réel strictement positif

Soit un x réel strictement positif et un  nombre rationnel, On pose r = P (peZ* et geN*)Ona:
q

P
"’ = xra = Y xP

o Vu(@) = (u(@)* o (Vu@) = (@) =~ x (@) x (u(@)*

%Pour tous réels x et y positifs et pour tous rationnelles et ’

’ 7
o " x " =" o (zxy) =a" xXy"

1 ’ ’
° _,,. - w—r ° (wr)"' — wrxr
T
r r r
xr xr xr ’
° <— =— o — = "
Yy Yy z
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— Dérivabilité d’une fonction numérique

f! Fonction dérivable en un point :
f (@) — f (w0)

On dit qu’une fonction f est dérivable en xg si lim ————= existe et finie Cette limite est appelée le
z—zo T — xo

nombre dérivé de f en xo, on le note f’ (zo).

5 L’équation de la tangente & une courbe : Soit f fonction est dérivable en xg
L’équation de la tangente & la courbe (Cy) au point d’abscisse g est : y = f/ (zo) (x — zo) + f (x0)

f! Dérivabilité a droite, a gauche en un point :
e On dit que f est dérivable a droite en xg, e On dit que f est dérivable a gauche en xg,

Si lim f@) = f(=zo) ‘m f(x) — f (z0)

existe et finie Sili

existe et finie

r->xTo T — xo T—rTo r — X9

xr>xTo m<wq . )
Cette limite est appelé le nombre dérivé de f a droite Cette limite est appelé le nombre dérivé de f |a
en xg, on le note f (zo) gauche en xg, on le note f; (z0)

f dérivable en xo, si et seulement si f est dérivable a droite et & gauche en xg et f} (zo) = f; (x0)

Dérivabilité et continuité :

Si f une fonction est dérivable en xq alors f est continue en xg

Dérivée des fonctions s .
les : | Opérations sur les fonctions
e ———— | dérivées- dérivée d’une fonc-
f(x) f'(z) tion composée :
k. (keR) 0
1 (u+v) =u +v" | (ku) = k(u)'(k € R)
T
1 -1 (wv) =dv'v+uw’ | (u") =nu -u"?
z x? (1)'_ —v’ (u)'_u’v—uv’
" (rez*—{1}) | ra"?! v) w2 v) v2
ul
1 uov)’ = [u'ov] X v’ u) = ——
L Ve e (uov)’ = [w'ov] Vay = 3=

Dérivée et sens de variation :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I
e festcroissantesur I < Vxel f'(z)>0
e f est décroissante sur I < Ve € I f'(z) <0
e festconstantesur I < Vxel f'(z)=0
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r——v—* Interprétation géométrique et dérivabilité :

f(®0) =0 f'(xo) =1 € R*

[ (Cy) admet une tangente ]

(Cy) admet une tangente de coeffi-
horizontale en xg

cient directeur I = f’ (xo) en xo

Nombre Dérivé
lim § &0+ R) — f(20)

-

-

h—0 h
i @) = f(0)
xT—rx0 L — Lo

I’ (w0)

F (=g

[ (€s) une demi-tangente ] [ (€#) admet une demi-tangente

( horizontale de coefficient de coefficient directeur 1 & droite
directeur I & droite en @g en xq
—
| _ \
fawo) = 0 el St
Aol = l € R*
J
(Cf) admet une demi-tangente
P (" () admet une demi-tangente i f(x) — f(xo) _ | verticale dirigées vers le haut a
verticale dirigées vers le bas a lim — — | droite en g ) N
droite en ®g w—)wé’ € o
| K
z0 —0o0 oo |
) (Cf) admet une demi-tangente de
C d -t t
( .f) une demi-tangente J (coefﬁcient directeur ! & gauche en xqg

!

|

|

| !

| |

|

EN) !
I

®

horizontale de coefficient
directeur L a gauche en xg
’ =
fy(@o) = 0 Tolwo) =1
g\¥o *
Il eR
|

N . f(z) — f(zo o
o F@) = F@o) _
m—}wg @ =
p ‘ (Cf) admet une demi-tangente (Cf) admet une demi-tangente I
verticale dirigées vers le bas a verticale dirigées vers le bas a
droite en xg droite en ®g I
—oo +oo
|
|
T L
0
e

N

Fa(mo) # fg(zo)

(Cf) admet un point anguleux
en &g
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lim f(z) =1

m—r:l:oo

(Cy) admet une
asymptote horizon-
tale d’équation y = 1

(Cy) admet une
branche parabolique

de direction celle de
axe des ordonnées.

he S@
m _— =
z—+too @
oo
axr] = b

/

tote oblique d’équa-
tiony = ax + b

(Cy) admet une asymp-

4| Les Branches Infinies

LES BRANCHES
INFINIES

oI, (@) = oo

F@) _

z—+too @

Prof : Zadi Khalid

lim f(z) =

T—rTo

(Cy) admet une
asymptote verticale
d’équation x

= X0

/

(Cy) admet une branche
parabolique de direction
celle de 'axe des abscisses.

im 1) _
z—>too
0
lim (7(@)
ax] = too

(Cy) admet une branche
parabolique de direc-
tion celle de la droite

’équation y = ax
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LES FONCTIONS LOGARITHMIQUES

La fonction logarithme népérien :

1
f! La fonction logarithme népérien, notée In ( ou log, ), est la primitive de la fonction  +— — définie sur
T
lintervalle ]0; +o00[ qui s’annule en 1

W Vz €]0; +oo| Vy €]0;+oo[

1
o In(xzy) =lnz+Iny e In(z")=rlnz (r €Q) ) 1n(—> =—Ilnx
x
oln<£>=lnw—lny ¢ ne=hys =y e Inx>lnys x>y
Yy

W‘v’me]o;+oo[ VyeERIne =y < x=¢e?
W Si m est pair, alors (V& € R*) ;Ina™ = nln |z|

?lnl:O Ine=1

Domaine de définition

f une fonction numérique de la variable réelle & définie par : | Domaine de définition de f :

f@) = Ina D; =10, +oo]

f(z) = In[u(x)] Dy ={x € R/x € D, et u(x) > 0}
f(x) = [(uw(x))?] f(z) =Inl|u(z)] Dy = {x € R/x € Dy et u(z) # 0}

Limites |7

W Limites principales (n € N*)

|
e Ilim Inx =+ e lim Inzx=—occ o lim E=
x—+oo x—0t x—+oco ™
1 1 1
e lim z"lnxz =0 e lim ne =1 ° limmzl
r—0+ z—1 g — 1 x—0 @€
W Conséquences
e lim u(z) =400 = lim Infu(x)] = +o0 e lim u(z) =0T = lim Infu(z)] = —c0
T—>To T—rTo T—>To T—rTo
e lim u(x) = +oo = lim M = o lim u(z) = 0" = lim [u(z)]" In[u(z)] =0
T—T0 - T—T0 [u(m)]n - T—T0 - T—>xTo -
1 1 1
o lim u(z) = 1= lim 2@ _ o lim u(z) = 0= lim PE@FU_,
T—x0 T—x0 u(m) —1 Tz—xg T—x0 fu,(w)

W Les limites restent valables en a:[)"et €1l T Ou en 400 ou en —oo

La continuité :

W La fonction x — Inx est continue sur l'intervalle |05 400

W Si w est strictement positive et continue sur un intervalle I alors la fonction & — In[u(x)] est continue
sur l'intervalle T
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—{  La dérivabilité : [—

1
W La fonction & +— Inx est dérivable sur I'intervalle ]0; +o0o[ et on a : V& €]0; +00[ ; (Inz) = —
x
W Si w est strictement positive et dérivable sur un intervalle I alors la fonction @ +— In[u(x)] est dérivable
sur l'intervalle I et on a : ()
u'(x
Veel ; (nfu@)]) =
u(z)
———  —— | Signe et représentation graphique de In "
A
3 +
27 T 0 1 +oo
1 +
0 Inxz - 0 +
1 :
—2 4

Fonction Logarithme de base a € R} \{1} :

Inx
g La fonction logarithme de base a est la fonction notée : log, tel que : V& €]0; +o0[; log, x = na
na

5 Cas particulier la fonction log,, est la fonction logarithme décimal et on la note log

g{ Va €]0;+oo[ Vy €]0;+oo[et r € Q

e log,xzy =log,x + log, vy o log,x" =rlog,

1
o log, <;> = —log, x e log, (g) =log, z — log, vy

W Va €]0;+oo[etVr € Qlog,x =r < x=a" %logal =0 log,a=1

La dérivée : V& €]0; +o00[; (log, x)’ =

zlna

W Limites et inéquations :

0<ax<l1 a>1

log,z>log,y< <y |log,z >log,y&= x>y

li 1 = — lim 1 =—
i logae=—co | iz log,w = —oo
ml_l)l}’)l_i_ log, x = +o© wgr—‘,l:loo log, x = 4+
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FONCTIONS EXPONENTIELLES

Fonction exponentielle népérienne :

f! La fonction exponentielle népérienne, notée exp, est la fonction réciproque de la fonction In. On pose
:Ve € R exp(x) = e

W Propriétés :

e VxeR >0 e VreR In(e®) == e Vz €]0,+o0| M=z
e VX ER VycER e® xe¥=e*Y e VzeR ()" =¢€e™ (reQ)

1 _ e” _
o Ve eER — =e™® o VxR Vye R — =e*7Y

er ey

e VxR Vy€]0;+oo[e* =y =Iny o V(x,y) ER?e®=e?Y =y

o V(x,y) ER?®>eV x>y
La fonction f définie par | Ensemble de définition de f
gf Domaine de définition : f(z) = e® D; =R
fx) = e® Dy = {z € R/z € Du}
W Si n est pair, alors (V& € R*);Inz™ = nln |z
Limites :
W Limites principales
e lim e =+4oco e lim e*=0 e lim e—:-I—c>o (n € N¥)
x——+o00 r——00 x——+oo M
. et -1
e lim z"e®*=0 (neN') elim =1
r—>—00 z—0 €T
W Conséquences
o lim u(x) = 400 = lim *® = foo o lim u(z) = —co = lim e*® =0
T—>To T—To T—>To T—To
. . eu(w) q . n u(x)
° mlggo u(x) = 400 = mlggo W =400 ° mlggo u(z) = —oco = mlgrmlo[u(:c)] e =0
ev® —1
o lim u(z) =0= lim —— =1
T—x0 T—x0 u(a;)

g{ Ces limites sont toujours valables lorsqu’on les traite soit a droite ou a gauche de &g ou bien au voisinage
de 400 ou —o0

La continuité : :

La fonction & — e® est continue sur 'intervalle R
Si w est continue sur un intervalle I alors la fonction = — e*(®) est continue sur Uintervalle T

—  La dérivabilité : | —

La fonction x + e® est dérivable sur l'intervalle R et on a : V € R; (€®)’ = e®
Si u est dérivable sur un intervalle I alors la fonction & — e“(®) est dérivable sur l'intervalle I et on a :

!
Ve € I; (e“("’)) = u'(z) x e*®
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Courbe de la fonction exponentielle : —\———/—\‘
Courbe de la fonction exponentielle dans un repére orthonormé est le symétrique de la courbe de la fonction In

par rapport a la droite d’équation : y = « .

Fonction exponentielle de base a €]0; +ool:

g La fonction exponentielle de base a est la fonction définie par : Vo €]0; o0 a”

=emlog(m)
W Propriétés :
eVz €R a® = eTlne loga(aw):w o Vx €]0§+OO [alogaac:m
VreRetVy ERetr € Q

r 1 — a® =

.awxdy:aw+y .(aw) —a™® e — —a® o — — aq® ¥
a*® a¥
eV(x;y) ER? a*=aV =y eV € R Vy €]0;4+o0[a® =y < x = log,(y)
a>1 0<ax<l1

W Inéquations :

a®>>ad¥v&s x>y

a®>advss <y

lim a®* =0
T——00

lim a® = 40
r—r—0o0

a>1 0<a<l1 a>0
T __
W Limites :| lim a® = 4o lim a®* =0 lim =lna
x——+oo x—+oco xz—0 X

g{ Dérivée

(a®) = (Ina) x a®
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FONCTIONS PRIMITIVES

Définition

f! Soit f une fonction définie sur un intervalle I On dit que F' est une fonction primitive de f sur I si :
e F est dérivable sur I eV el F'(z)= f(x)

Existence et unicité des primitives :

gf Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur I

W Si f admet une primitive F' sur un intervalle I, Alors toute fonction G définie sur I par :
G(w) = F(w) + k (b € R) est aussi une primitive de f sur I

W Soit f une fonction admettant des primitives sur un intervalle I soit &g un élément de I et yo un réel, Il
existe une seule primitive F' de f sur I vérifiant la condition F (zo) = yo

Propriété de linéarité des primitives

Si F' et G des fonctions primitives respectives de f et g sur un intervalle I et si k un réel, alors :

e (F + G) est une fonction primitive de (f + g) sur I e kF est une fonction primitive de kf sur I

Propriété de linéarité des primitives

Si F' et G des fonctions primitives respectives de f et g sur un intervalle I et si k un réel, alors :

e (F 4 G) est une fonction primitive de (f + g) sur I e kF est une fonction primitive de kf sur I

primitives des fonctions usuelles :

f(x) F(z) (k€R) f(x) F(z) (k€R)
a €R ar + k ! In|z| + k
1, =
T Em + k e” e” +k
1 —1
- — +k sinx —cosz + k
1
— 2vz + k cosx sinx + k
\/5 mn—‘,—l 1
(nezZ*—{-1}) " n+1+k 1+tan2:1:=cos2:'3 tanz + k
Primitives des fonctions composés
f((m)) F(z) (k€R) f(z) F(z) (k€R)
u(x
\/m 2\/11,(58) + k ’LL,(:I:) X eu(m) eu(a:) +k
n+1
(n€ez*—{-1}) v'(z) x [u(z)]™ % + k u/(z) X sin[u(x)] | — cos[u(x)] + k
1;,((:)) In |u(x)| + k u'(z) X cos[u(z)] | sinfu(z)] +k
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==Y o ©

I') On considére la fonction numérique g définie sur R par :
g(x) =1+ 4ze®®
Montrer que : g’(z) = 4(2x + 1)e3® pour tout = de R. 0.5pt

1
Montrer que la fonction g est croissante sur 'intervalle [— >’ +oo [ et décroissante sur I'intervalle } —00, — 5} .

0.5pt
BEO Vo L) 21— 2 ot vt B so 0.5pt
ontrer que g | —= ) =1 — — et vérifier que g [ —= . .
que g 2 e que g 2 4
@ En déduire que : g(x) > 0 pour tout « de R. 0.25pt
IT) Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(x) = (22 —1)e** +x+1. et soit (C) la courbe représentative
de la fonction f dans un repére orthonormé (Oj;%; 5) Izl = 71l = 2 cm).
Calculer lim f(x) puis montrer que lim f(x) = —oo (on rappelle que : lim wue® =0) Ipt
x—+o00 T—r—o0 uU——oo
Montrer que : f’(z) = g(x) pour tout  de R puis en déduire que la fonction f est strictement croissante
sur R. 0.75pt
. f=@) - : I
e Calculer lim et en déduire que la courbe (C) admet une branche parabolique de direction asymp-
x—>+o00 €T
totique celle de I’axe des ordonnées. 0.75pt
@ Calculer lim [f(z) — (z+ 1)] et en déduire que la droite (A) d’équation y = x + 1 est une asymptote
T ——00
a la courbe (C) au voisinage de —oo. 0.5pt
e Déterminer les coordonnées du point d’intersection de la droite (A) et la courbe (C) puis montrer que la
1
courbe (C) est en-dessous de la droite (A) sur l'intervalle | — oo, 5[ et qu’clle est au-dessus de la droite
. 1
(A) sur L’intervalle ]5, ~+o0. 0.5pt

ne Montrer que : y = « est une équation cartésienne de la droite (T") tangente a la courbe (C) au point O. 0.25pt

1
@ Montrer que la courbe (C) posséde un point d’inflexion d’abscisse 5 (la détermination de 'ordonnée
du point d’inflexion n’est pas demandée). 0.25pt

Construire les deux droites (A) et (T') et la courbe (C) dans le repére (O3 ;7). 0.75pt

ne En utilisant une intégration par parties, montrer que :

1
2 e
/ (2 — 1)e**dx =1 — —.
0 2

Ipt
@ Montrer que l'aire du domaine plan limité par la courbe (C), la droite (T') tangente a la courbe (C) et

1
les deux droites d’équations * = 0 et x = > est égale 4 : (6 — 2e)cm?. 0.5pt
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BAC 2010 ®

I) On considére la fonction numeérique g définie sur )0, 400 par :

gx)=2>—x —2Inz + 3.

e Vérifier que : 32> — x — 2 = (x — 1) (32® 4 3z + 2) pour tout = de I'intervalle ]0, +o00]. 0.25pt
x—1) (322 + 3z + 2
@ Montrer que : g’(z) = ( ) ( +32+2) pour tout @ de lintervalle 10, 4+ool. 0.75pt
x
3z% + 3z + 2
e Vérifier que : Se”tdw+2 > 0 pour tout  de Uintervalle ]0, +oo]. 0.5pt
x
@ En déduire que le signe de g’(x) est celui de  — 1 sur ]0, +oo|. 0.5pt
e Montrer que la fonction g est décroissante sur lintervalle |0,1et qu’elle est croissante sur l'intervalle
1, 4ool. 0.5pt
@ En déduire que g(x) > 0 pour tout « de l'intervalle |0, +oo[ (remarquer que g(1) > 0 ). 0.5pt
IT) On considére la fonction numérique f définie sur ]0, +oo[ par :
z—1+Inx
fley)=2 -1+ —5——.
x
et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (Q; ;) (on prendra ||2]| = ||7]| = 1 cm ).
x
Montrer que : f'(x) = 9 3) pour tout « de l'intervalle ]0, +oo[ puis en déduire que la fonction f est
T
croissante sur Pintervalle |0, +oo]. Ipt
e Montrer que : lirr%) f(x) = —oo puis interpréter géométriquement ce résultat. 0.5pt
>0
r—1+Inx Inz
@ Montrer que lim roltne =0ct que lim f(x) = —+oo (onrappelle que: lim —— =0).
xr—+oo x2 xr—+o0 r—too g2

0.75pt
e Montrer que la droite (A) d’équation y = & — 1 est une asymptote a la courbe (C) au voisinage de +oo. 0.5pt

Montrer que y = 3(x — 1) est une équation de la droite tangente a la courbe (C') au point de coordonnées
(1,0). 0.5pt

Construire la droite (A) et la courbe (C). (on admettra que la courbe (C) posséde un point d’inflexion unique
dont on ne demande pas de déterminer). 0.75pt

e En utilisant une intégration par parties, montrer que :

€Ilnx 2 1
—dr=1—— < poser v/(z) = — et v(z) = In w)
1 x2 e x2
Ipt
@ Montrer que I’aire du domaine plan limité par la courbe (C), la droite (A) et les droites d’équations & = 1
1
et * = e est égale a (1 — —) cm?. 0.5pt

e
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BAC 2011 @

I- On considére la fonction g définie sur R par :

g(x) = (1 —=z)e” — 1

e Montrer que : g’(x) = —xe® pour tout x de R. 0,5pt
@ Montrer que la fonction g est décroissante sur [0; +oo] et croissante sur 'intervalle | — co; 0] et vérifier  0,75pt
que g(0) =0
En déduire que : g(x) < 0 pour tout « de R. 0,5pt

II- Soit f la fonction numérique définie sur R par :
fl®)=(2—z)e” —x

et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;4;7) (unité : 1 cm ).

e Montrer que : wgrfoo f(z) = —occ. 0,5pt

@ Montrer que : lim @ =

—00 0,75pt
rz—+4oco ¢

puis en déduire que la courbe (C') admet une branche parabolique au voisinage de 4+oo dont on précisera
la direction.

Ee Montrer que : lim f(x) = +oo puis calculer lim [f(z) 4+ x]. (on rappelle que : lim ze® =0).  0,75pt
r— —oo x— —oo r— —oo

@ Montrer que la droite (D) d’équation y = —x est une asymptote a la courbe (C) au voisinage de —oo. 0,25pt

e Montrer que : f’(x) = g(x) pour tout = de R. 0,5pt

@ Interpréter géométriquement le résultat : f/(0) = 0 0,25pt

e Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur R puis dresser le tableau de variations de la
fonction f. 0,5pt
3
Montrer que I’équation f(x) = 0 admet une solution unique a dans R et que 5 < a < 2 (on admettra que  0,5pt
:2>3)
e Résoudre dans R 1'équation f(x) + x = 0 et en déduire que (C) et (D) se coupent au point A(2; —2). 0,5pt

@ Etudier le signe de f(x) + « sur R. 0,25pt

G En déduire que (C) est au-dessus de (D) sur | — oo; 2] et en-dessous de (D) sur | 2; 4o00|. 0,25pt
ne Montrer que la courbe (C') posseéde un point d’inflexion unique de coordonnées (0; 2). 0,5pt

@ Construire la droite (D) et la courbe (C) dans le méme repére (0313 7). Ipt
e Montrer, a 'aide d'une intégration par parties, que : Ipt

0 4
/ (2—x)ede =3 — —
1 e

@ E déduire en em?, Iaire du domaine plan limité par la courbe (C), la droite (D) et les droites d’équations
r=—1letax=0. 0,25pt
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oo NE

I- On considére la fonction numérique f définie sur I =]0; +oo[par :

gz)=x—1+Inz.

r+1
e Montrer que : g’(x) = t pour tout x de I. 0,5pt
x
@ Montrer que la fonction g est croissante sur I. 0,5pt
En déduire que g(x) > 0 sur [1; +oo[ et que g(z) < 0 sur |0;1]. (remarquer que g(1) = 0). Ipt

II-Soit f la fonction numérique définie sur I par :
—1
f(z) = (m ) Inz
T

et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O3 ;) (unité 1 cm).

e Montrer que lin% f(x) = 400 et donner une interprétation géométrique de ce résultat. 0,75pt
>0
i . f(=)
@ Montrer que lim f(x) = +ooet lim ——= =0. Ipt
x—+o00 x—+oo T

f(x) z—1\Inz
(remarquer que = pour tout « de I ).
T T T

e En déduire que la courbe (C) admet une branche parabolique au voisinage de 400 dont on précisera la

direction. 0,5pt
T
e Montrer que : f'(z) = giz) pour tout x de I. Ipt
@ En déduire que la fonction f est croissante sur [1; 400 et décroissante sur | 0; 1] 0,5pt
e Dresser le tableau de variation de la fonction f sur I. 0,25pt
Construire (C) (on admettra que la courbe (C) posséde un seul point d’inflexion d’abscisse comprise entre
1,5 et 2). 1pt
1 2 : - . Inz .
e Montrer que H :  — E(IH x)“ est une fonction primitive de la fonction h : © — —— sur l'intervalle I. 0,5pt
x
¢ Ilnx 1
@ Montrer que —dx = —. 0,75pt
1 T 2
e
e Montrer, & I’aide d'une intégration par parties, que : / Inxdx = 1. Ipt
1
. Inx
e Veérifier que f(z) = Inx — —— pour tout « de I. 0,25pt
x

@ Montrer que l'aire du domaine plan limité par la courbe (C'), Paxe des abscisses et les droites d’équations
x = 0 et x = e est égale & 0.5 cm?. 0,5pt

@
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BAC 2012 @

I- Soit g la fonction numérique définie sur ]0; 400 [ par :
g(z)=z*—-1+22’Inzx
Montrer que 2 — 1 et 222 In & ont le méme signe sur l'intervalle ]0; 1[ puis en déduire que g(z) < 0 pour
tout « appartenant a l'intervalle |0, 1].

Montrer que 2 — 1 et 222 Inz ont le méme signe sur lintervalle ]1; +o0o[ puis en déduire que g(x) > 0
pour tout & appartenant a U'intervalle [1; 4o0].

II- On considére la fonction numérique f définie sur |05 +oo] par :
f(x) = (=* — 1) Inw.

et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;4;7) (unité 3 cm).

e Montrer que lin}) f(x) = +oo et donner une interprétation géométrique de ce résultat.
r—r

. . . f(=z)
@ Calculer lim f(x) puis montrer que lim —= =
xr—+o00 x—+oo

—+oo

2
e —1
(on pourra écrire ) sous la forme < ) Inz).

T T
et en déduire que la courbe (C') admet une branche parabolique au voisinage de +o0o dont on précisera la
direction.

, 9(@) - , Cor boiEi
e Montrer que : f'(x) = Y pour tout x appartenant & l'intervalle |0, oo et interpréter géométrique-
ment le résultat f/(1) = 0.
@ Montrer que la fonction f est décroissante sur l'intervalle | 0,1] et croissante sur l'intervalle [1, 4ool.

e Dresser le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle ]0, 4o0o[ puis montrer quef () > 0 pour
tout @ appartenant a I'intervalle ]0; +ool.

Construire la courbe (C) dans le méme repére (O; i 5)
3
x
e Montrer que u : « +—> 3 « est une fonction primitive de la fonction « — x? — 1 sur R.

@ Montrer, & ’aide d’une intégration par parties, que :

2 2
/ (@®* — 1) Inzdx = g(1+3n2).
1

e Calculer, en cm?, l'aire du domaine plan limité par la courbe (C), Paxe des abscisses et les droites

d’équations x = 1 et * = 2.
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On considére la fonction numérique f définie sur R par :

e’ —1

f@) ==+ S

. et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; i ;)

Montrer que f(—x) = —f(x) pour tout & de R et en déduire que le point O est centre de symétrie de la
courbe (C). 0.75pt
2
Vérifier que : f(z) = o +1— — 7 pour tout x de R.
e
(il est préférable d’utiliser cette expression de f(x) pour traiter les questions qui suivent). 0.5pt
2e”* 3
3 Montrer que f ’(x) = 1 + ———— pour tout « de R et vérifier que : f/(0) = —. 1.25pt
HO @ =1+ (0) =3

@ Montrer que la fonction f est croissante sur R. 0.5pt

3
e Montrer que y = 2% est une équation cartésienne de la droite (T") tangente a la courbe (C') au point O. 0.5pt
e Montrer que : mlir-ir-loo f(x) = +o0. 0.5pt

Calculer lir_'r_l [f(x) — (x+ 1)] et en déduire que la droite (D) d’équation y = & + 1 est une asymptote
r—r—10o0

a la courbe (C) au voisinage de +oo.

G Montrer que la courbe (C) est au-dessous de la droite (D). 0.25pt
Construire les deux droites (D) et (T') et la courbe (C).
(on rappelle que O est centre de symétrie de la courbe (C) ). 1.5pt

1

ne Montrer que la fonction H :  — = — In (e® + 1) est une fonction primitive de la fonction & 511
e

sur R. 0.75pt

@ En déduire que :

In2 1
/ Inxdr =1In4 —In3
0 ew—i-l

0.5pt

° Calculer, en cm?, Iaire du domaine plan limité par la courbe (C), la droite (D) et les droites d’équations
x=0ctx=In2. 0.5pt

Prof : Zadi Khalid 0678320024



BAC 2013 @

On considére la fonction numérique f définie sur R par :
f(x) = (z —2)%"
et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (0323 7) (unité : 1 cm).

e Montrer que : mlir-ir-loo f(x) = +oo. 0,25pt

T
@ Montrer que : lim M

= +oo0 puis en déduire que la courbe (C) admet, au voisinage de +oco, une
rz—4oo

branche parabolique dont on précisera la direction. 0,5pt
Ee Verifier que : f(x) = x2e® — 4xe® + 4e® pour tout x de R. 0,25pt
@ Montrer que : lim f(x) = 0 et interpréter géométriquement ce résultat. 0,5pt
r—r—0o0
(on rappelle que : lim x™e® = 0 pour tout n de N* ).
r—r—00
e Montrer que : f/(z) = x(x — 2)e” pour tout x de R. 0,75pt
@ Montrer que la fonction f est croissante sur chacun des deux intervalles |—oo, 0] et [2, 400 [ et qu’elle
est décroissante sur U'intervalle [0, 2]. 1pt
Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R. 0,5pt

Montrer que : f”(x) = (* — 2) e” pour tout  de R puis en déduire que la courbe (C) posséde deux

points d’inflexion qu’on ne demande pas de déterminer leurs ordonnées. Ipt
Construire (C) dans le méme repere (O3 7). Ipt

Montrer que la fonction H : @ — (z — 1)e® est une fonction primitive de la fonction h : & — xe® sur
1

R puis calculer / re®dx. 0,5pt
0

Montrer, a ’aide d’une intégration par parties, que :

1
/ z?e®dr =e — 2
0

0,75pt
G Montrer que l'aire du domaine plan limité par la courbe (C'), Paxe des abscisses et les droites d’équations
x =0etx =1 est égale & 5(e — 2)cm?. 0,5pt
Utiliser la courbe pour donner le nombre de solutions de 1’équation : 0,5pt

2 =e T +4x— 4,z € R.
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am ©

I- On considére la fonction numérique g définie sur Uintervalle 0, +o00[ par :

2

g(z) =x* —z — Inx.
e Vérifier que 22% — ¢ — 1 = (22 + 1)(x — 1) pour tout x de R. 0,25pt
, 222 —x —1 . . .
@ Montrer que g'(x) = ———— pour tout x de 'intervalle |0, +o00[ et en déduire que la fonction g 1pt

est décroissante sur l'intervalle 0, 1]et qu’elle est croissante sur Uintervalle [1, +oo].

Montrer que g(x) > 0 pour tout x de Uintervalle ]0, +oo].
(remarquer que g(1) =0).

II- On considére la fonction numérique f définie sur ]0; +oo[ par :
f(x) =2 —1 — (Inx)?.

et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (Oj ;, ;)( unité 1 cm).

e Montrer que lin% f(x) = —oo et donner une interprétation géométrique de ce résultat. 0,5pt
xr—>
x>0

. _ . f(z)
@ Montrer que lim f(x) = +ooet lim ——= = 4o0. 0,5pt
x—+oo

xz—+oo

(remarquer que f(z) = a2 (1 _1 (h‘—“’)2> ).

x2 x

e En déduire que la courbe (C) admet, au voisinage de +o00, une branche parabolique dont on précisera la

direction. 0,25pt
2
z‘ —Inx
e Montrer que : f'(z) = 2 (T) pour tout x de |0, +o0l. Ipt
. g(x) z? —lnzx , L .
@ Veérifier que + 1 = —— pour tout & de l'intervalle ]0, +o00[ et en déduire que la fonction f
est croissante sur |0, +oo[. 0,75pt

e Montrer que y = 2x — 2 est une équation cartésienne de la droite (T) tangente a la courbe (C) au point
A(1,0). 0,5pt

@ Construire, dans le méme repére (O;1;7), la droite (T') et la courbe (C). (on admettra que A est le seul
point d’inflexion de la courbe (C) ) 1pt

ne Vérifier que H : @ — x(Ilnx — 1) est une fonction primitive de la fonction h :  +— Inx sur |0, 400 [
e
puis montrer que : / Inzdx = 1. 0,75pt
1
@ Montrer, a I'aide d'une intégration par parties, que :
e
/ (Inz)?dx =e—2
1
0,5pt
e Montrer que l'aire du domaine plan limité par la courbe (C), ’axe des abscisses et les droites d’équations 0,5pt

, 1o 2
a:=1eta:=eestegalea§(e —68+8)cm
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I) Soit g la fonction numérique définie sur ]0; +o00 [ par :

. 1
g(w)—l—;+lna¢

, 2 1
Montrer que g'(z) = — + — pour tout  de ]0; +oof et
x x

en déduire que la fonction g est croissante sur ]0; +o00].

H Vérifier que g(1) = 0 puis en déduire que g(z) < 0 pour tout x de |0, 1] et que g(x) > 0 pour tout = de
[1, +oo].

II) On consideére la fonction numérique f définie sur 0; +oof par :

f(x) =1 +1nx)?+ iz
x

et soit( C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (Q;;7) (unité lem).

Montrer que lin% f(x) = +oo et donner une interprétation géométrique de ce résultat.
z—

2 [a)

(b
o
Ho
o

x>0

Calculer mgr_'{loo f(x).

1+ lnx)? T
Montrer que lim g = 0 (on pourra poser t = +/z ) puis montrer que lim M =
xr——+o00 T z—+oo I

0.

Déterminer la branche infinie de la courbe (C'. ) au voisinage de 4o0.
2g(z)

Montrer que f/(z) = pour tout x de ]0; +o0o[ puis en déduire que la fonction f est décroissante

sur ]0, 1] et croissante sur [1, 4ool.

Dresser le tableau de variations de la fonction f sur Uintervalle |0, +oo[ puis en déduire que f(z) > 2
pour tout x de ]0, +oo.

Construire (C) dans le repére (O;7; 7) (on admettra que la courbe (C) posséde un seul point d’inflexion que
l’on ne demande pas de déterminer).

On considére les deux intégrales I et J suivantes :

I:/ (1+1nw)dmetJ:/ (1 + Inzx)?dzx.
1 1

Montrer que H :  +— xlnx est une fonction primitive de la fonction h : € — 1 + Inx sur |0, +oo[

puis en déduire que I = e.
Montrer, a ’aide d'une intégration par parties, que : J = 2e — 1.

Calculer, en cm?, I'aire du domaine plan limité par la courbe (C) I’axe des abscisses et les droites d’équa-

tionsx =1letx =e.
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On considére la fonction numérique f définie sur R par :

f(x) = (ze® —1)e®

. et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O;;7) (unité 2 cm ).

Montrer que lim f(x) = 0 et donner une interprétation géométrique de ce résultat. 0.75pt
T—r—00
T
e Montrer que lim f(z) = +oo et lim & = +o0. 0.75pt
x—+ oo x—+oo

@ En déduire que la courbe (C) admet, au voisinage de +o00, une branche parabolique dont on précisera la
direction. 0.5pt

e Montrer que :

f(x) = e* (e* — 1+ 2ze”)
pour tout & de R puis vérifier que f/(0) = 0. 1pt
@ Montrer que e® — 1 > 0 pour tout « de [0, 400 [ et que e® — 1 < 0 pour tout « de |—oo, 0]. 0.5pt
° Montrer que la fonction f est croissante sur [0, 40o[ et qu’elle est décroissante sur | — oo, 0] puis dresser
le tableau de variations de la fonction f sur R. 1.25pt
1
e Montrer que léquation f(x) = 0 admet une solution unique e dans l'intervalle [0, 400 [ et que > <
1
a < 1. (on admettra que Ee% <1) 0.75pt
@ Construire, dans le repére (Oj 7 ;), la droite la courbe (C'), (on admettra que la courbe (C') posséde un

seul point d’inflexion qu’on ne demande pas de déterminer). 0.75pt

Mountrer, & l’aide d’une intégration par parties, que :

1

/‘E 2x 1
xe“dr = —
o 4

Calculer, en cm?, I'aire du domaine plan limité par la courbe (C), Paxe des abscisses et les droites d’équations

0.75pt

1
r=0etx =—. Ipt
2 p
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I- Soit g la fonction numérique définie sur R par

g(z) = e® — 2z

Calculer g’(x) pour tout = de R puis en déduire que g est décroissante sur |—oo, In 2] 0,75pt
et croissante sur [In 2, +oo|.
Veérifier que g(In2) = 2(1 — In 2) puis déterminer le signe de g(In 2). 0,5pt
En déduire que g(x) > 0 pour tout  de R. 0,5pt
T
II-On considére la fonction numérique f définie sur R par : f(xz) = — o’
er — 2z
et soit (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, 7, 7) (unité : 1 cm ).
1
e Montrer que mgr_'{loo f(x) =0et mEIPoo flz) = —3 Ipt
x
(remarquer que € — 2z = x (— — 2) pour tout x de R* )
T
@ Interpréter géométriquement chacun des deux derniers résultats. 0,5pt
, 1 —=x)e”
Ee Montrer que f'(x) = ————— pour tout « de R. 0,75pt
(e* — 2x)
@ Etudier le signe de f’(x) sur R puis dresser le tableau de variations de la fonction f sur R. 0,75pt
G Montrer que y = @ est une équation de la droite (T') tangente & la courbe (C) au point O origine du  0,25pt
repere.
Tracer, dans le méme repeére (O, i, 5), la droite (T') et la courbe (C). Ipt

=~ 1,4 et on admettra que la courbe (C) a deux points d’inflexion I’abscisse de 1'un

3
appartient a Pintervalle ]0, 1] et I’abscisse de I'autre est supérieur a > ).

e Montrer que xe™* <

@ En utilisant une intégration par parties, montrer que :

1 2
/ rze *dr=1— —
0

(on prendra

x

IN

pour tout & de 'intervalle [0, +oo]. 0,75pt
er — 2x e —

e
0,75pt
G Soit, en cm?, A(E) I'aire du domaine plan délimité par la courbe (C), 0,5pt
I'axe des abscisses et les deux droites d’équations € = 0 et &« = 1.
Montrer que
2 1
1--<AE) < —
e e—2
IIT- Soit h la fonction numérique définie sur Uintervalle | — oco; 0] h(x) = f(x).
Montrer que la fonction h admet une fonction réciproque =1 définie sur un intervalle J que 1’on précisera. 0,5pt
E Tracer, dans le méme repére (O, Z, ;) la courbe (Cj,—1) représentative de la fonction A ™. 0,5pt
IV-Soit (un,) la suite numérique définie par :
ug = —2 et Up4+1 = h (u,) pour tout n de N.
Montrer par récurrence que u, < 0 pour tout n de N. 0,5pt
H Montrer que la suite (u,) est croissante. 0,75pt
(remarquer, graphiquement, que : h(x) > x pour tout & de 'intervalle | — oo, 0] ).
En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite 0,75pt
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I- Soit g la fonction numérique définie sur ]0; +o0o[ par

gx)=1—z+xlnzx

e Montrer que g’(x) = Inx pour tout = de ]0; +o0]. 0,5pt
@ Montrer que la fonction g est décroissante sur |0, 1] et croissante sur [1, 4-o0]. 0,5pt
Calculer g(1) et en déduire que g(z) > 0 pour tout x de ]0; +oo]. 0,75pt
II- On considére la fonction numérique f définie sur ]0; +oo[ par :
1 2Inx
J@)=3—— — .
x x

et soit (C) la courbe représentative de la fonction £ dans un repére orthonormé (Oj7; 7)( unité 1 cm).

Montrer que lin}) f(x) = —oo et interpréter géométriquement ce résultat. 0,75pt
>0
322 -1 —2zlnx

(pour calculer li_r% f(x); remarquer que f () = pour tout x de | 0; +o00] ).
€T

2
x>0 T
Montrer que lil’_'r_l f(x) = 3 et en déduire la branche infinie de la courbe (C) 0,75pt
Tr—r100
, 2g(x)
e Montrer que f'(z) = ——— pour tout  de ]0; +-o0ol. 0,75pt
x
@ Interpréter géométriquement le résultat f/(1) = 0. 0,25pt
e Montrer que la fonction f est croissante sur |05 +o00]. 0,5pt
Tracer, dans le repére (O 7 .;), la courbe (C). 0,75pt

(on admettra que la courbe (C) posséde deux points d’inflexion tels que 1 est abscisse de 1'un de ces deux
points et I’abscisse de Pautre est comprise entre 2 et 2,5 et on prendra f(0,3) = 0).

e Montrer que

€2lnx
/ der =1
1

x
0,5pt
@ Calculer, en cm?, Iaire du domaine plan délimité par la courbe (C), ’axe des abscisses et les deux droites
d’équations x = 1 et x = e. 0,75pt
n Soit h la fonction numérique définie sur R* par :
1  In (a2
oy g L)
x? ||
e Montrer que la fonction h est paire et que h(x) = f(z) pour tout x de ]0; 4-ocol. 0,75pt
@ Tracer, dans le méme repére (Oj Z; ;), la courbe (C’) représentant la fonction h 0,5pt
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On considére la fonction numérique f définie sur R par :
f(x) = 2x — 2 + > — 4€”.

et soit (Cy) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, i _;) (unité :1em). I)

1 Montr li = —o0. .25pt
.e outrer que lim f(x) oo 0.25p
@ Montrer que la droite (D) d’équation y = 2z — 2 est une asymptote a la courbe (Cy) au voisinage de
—00. 0.5pt
2 Mont li = . 0.5pt
.e ontrer que lm f(x) = +o0 p
N I C)) : P .
Montrer que lim ——= = 400 et interpréter géométriquement le résultat. 0.5pt

x—+oco

e Montrer que f’(z) = 2 (e® — 1)? pour tout z de R. 0.5pt
Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R. (remarquer que f/(0) = 0 ). 0.25pt
e Montrer qu’il existe un unique réel o de Uintervalle ]1,1n 4] tel que : f(a) = 0. 0.75pt
e Montrer que la courbe (Cy) est au-dessus de la droite (D) sur lintervalle | In4, 4o0o[ et qu’elle est
en-dessous de la droite (D) sur lintervalle | — oo, In4]. 0.5pt
Montrer que la courbe (Cf) admet un seul point d’inflexion de coordonnées (0, —5). 0.5pt

Tracer la droite (D) et la courbe (Cy) dans le méme repére (O, 7,7).
(on prendra In4 =~ 1,4 et @« = 1,3 ). 0.75pt

e Montrer que

In4 9
/ (™ — 4e”) do = ——
0 2
0.5pt
@ Calculer, en cm?, 'aire du domaine plan délimité par la courbe (Cy), ,la droite (D), I'axe des ordonnées
et la droite d’équation = In 4. 0.5pt
II)
e Résoudre P'équation différentielle (E) : y” — 3y’ + 2y = 0. 0.5pt
@ Déterminer la solution g de I'équation (E) qui vérifie les deux conditions : g(0) = —3 et g’(0) = —2. 0.5pt
Soit h la fonction numérique définie sur I'intervalle | In 4, +oo[ par :
h(z) = In (** — 4e”).
e Montrer que la fonction h admet une fonction réciproque h=1 et que h~1 est définie sur R. 0.75pt
@ Vérifier que h(In5) = In 5 puis déterminer (h_l)/ (In5). 0.75pt
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2
I - Soit g la fonction numérique définie sur |0;+oco [ par : g(x) = — — 1+ 2Inx.
x

Le tableau ci-desous est le tableau de variations de la fonction g sur| ]0; +o00][

x 0 1 +00
g'(x) - 0 +
+o0 +o0
g()
9(1)
Calculer g(1). 0.25pt
Déduire a partir du tableau que : g(x) > 0 pour tout x de ]0; +oo[. 0.75pt

IT - On considére la fonction numérique f définie sur ]0; +oo[ par :
fl®)=3—-3z4+2(x+1)Inx.

et soit (C') la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé

(0545 7)( unité 2 cm)

Montrer que lin% f(x) = —oo et donner une interprétation géométrique a ce résultat. 0.75pt
T—
x>0

e Montrer que wliToo f(x) = +oo.

3 1
(pour calculer cette limite on pourra écrire f(x) sous forme f(x) = x [— —34+2 <1 + —) In m] ). 0.5pt
x x
@ Montrer que la courbe (C') admet une branche parabolique de direction 'axe des ordonnées au voisinage
de +oo0.
0.5pt
e Montrer que f'(x) = g(x) pour tout = de ]0; +o0]. 0.75pt
@ En déduire que la fonction fest strictement croissante sur ]0; +oo| et dresser le tableau de variations de la
fonction f sur |05 +o00]. 0.75pt
e Montrer que I(1,0) est un point d’inflexion de la courbe (C). 0.5pt
@ Montrer que y = & — 1 est une équation cartésienne de la droite (T') tangente & la courbe (C') au point
I. 0.25pt
e Tracer dans le méme repére (O3 7) la droite (T') et la courbe (C). 0.75pt

2 x 7
e Montrer que ) 1+ 5 dr = 1 0.5pt

@ En utilisant une intégration par partes, montrer que :

.2 e
/ (m+1)lnmdw=4ln2—1. 0.75pt
1
° Calculer, en cm?, I'aire du domaine plan délimité par la courbe (C ), I'ave des abscisses et les deux droites
d’équations * = 1 et x = 2. 0.5pt
3
n Reésoudre graphiquement 'inéquation : (z + 1) Inx > 5(::3 — 1),z €]0,+oo|. 0.5pt
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I) Soit g la fonction numérique définie sur l'intervalle |0, +o0o[ par : g(x)=z*4+z—-2+2nz.
Veérifier que : g(1) = 0.

B A partir du tableau de variations de la fonction g ci-dessous :

T 0 —+oo
g'(z) +
+ oo
g9(x) /

Montrer que g(x) < 0 pour tout x appartenant a lintervalle ]0,1] et que g(x) > 0 pour tout x appartenant a
I'intervalle [1, 4o0].

2

II) On considére la fonction numérique f définie sur 'intervalle |0, +o0o[ par :  f(x) = = + (1 - —) Inz. Soit
x

(C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (Oj;4; ) (unité : 1 cm).

Montrer que : lirr%) f(x) = +oo et interpréter géométriquement le résultat.
xr—>
x>0

e Montrer que : mgr_'{loo f(x) = +oo.
@ Montrer que la courbe (C) admet au voisinage de 400 une branche parabolique de direction asymptotique
celle de la droite (D) d’équation y = .

T
e Montrer que : f'(x) = Q pour tout & appartenant a l'intervalle |0, +ool.
T

@ Montrer que f est décroissante sur U'intervalle ]0, 1] et croissante sur l'intervalle [1, +oo].

Dresser le tableau de variations de la fonction f sur U'intervalle ]0, +oo|.

2
e Résoudre dans l'intervalle |0, +o00 [ I’équation : (1 - ;) Inz = 0.

@ En déduire que la courbe (C) coupe la droite (D) en deux points dont on déterminera les coordonnées.

Montrer que f(x) < @ pour tout & appartenant a l'intervalle [1, 2] et en déduire la position relative de
la courbe (C) et la droite (D) sur l'intervalle [1, 2].

Construire, dans le méme repére (0315 7), la droite (D) et la courbe (C)
(on admettra que la courbe (C') posséde un seul point d’inflexion dont P’abscisse est comprise entre 2,4 et 2,5).

2Inzx 1
2
e Montrer que : / wa = E(ln 2)°.
1
@ Montrer que la fonction H :  +— 2Inx — x est une fonction primitive de la fonction h : € — — — 1 sur

x
'intervalle |0, +oo.

G Montrer, & ’aide d’une intégration par parties, que :

272
/ <— — 1) Inzdxr = (1 — In2)2.
1 xr

@ Calculer, en cm?, Paire au domaine plan limité par la courbe (C), la droite (D) et les droites d’équations
r=1et x=2.

IIT) On considére la suite numérique (u,,) définie par : ug = V3 et Unt1 = f (un) pour tout entier naturel n.
Montrer par récurrence que : 1 < u,, < 2 pour tout entier naturel n.

E Montrer que la suite (u,,) est décroissante
(on pourra utiliser le résultat de la question IT) 4. c)).

En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
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I) Soit g la fonction numérique définie sur R par : g(x) = 1 — (x + 1)%e”.
Veérifier que : g(0) = 0. 0,25pt

A partir de la représentation graphique de
la fonction g (voir figure ci-contre) Ipt

Montrer que g(x) > 0 pour tout & appartenant a lintervalle | — oo, 0] et que g(x) < 0 pour tout x
appartenant a lintervalle [0, 4+oo].

2,,
(Cy)
1,,
]
|
4 -3 —2 -1 o 1 2
_1,,
—2 1

II) On considére la fonction numérique f définie sur R par :
fl@y=xz+1— (z?+1)€".

Soit (C}) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (Oj;;7) (unité : 2 cm).

2
L =

e Veérifier que : f(z) =z +1—4 <—e2) — e® pour tout réel  puis en déduire que lim f(x) = —oo.
2 T— —00

0,75pt
@ Calculer lim [f(z) — (z+ 1)] et en déduire que la droite (D) d’équation y = & + 1 est une asymptote
r—r—0o0
a la courbe (Cy) au voisinage de —oo. 0,5pt
e Montrer que la courbe (Cy) est au-dessous de la droite (D). 0,25pt
1 1
e Montrer que lim f(x) = —oo (on pourra écrire f(x) sous la forme x {1 + - - (m + —) ew] ) 0,25pt
x——+o0 T T
@ Montrer que la courbe (Cy) admet au voisinage de +o0o une branche parabolique dont on précisera la
direction. 0,25pt
e Montrer que f’(z) = g(z) pour tout réel x. 0,75pt
@ Montrer que la fonction f est croissante sur l'intervalle | — oo, 0] et décroissante sur l'intervalle [0, 400
et dresser le tableau de variations de la fonction f sur R. 0,75pt
G Montrer que la courbe (Cf) posséde un deux points d’inflexion d’abscisses-3 et-1. 0,75pt
Construire, dans le méme repére (0315 ), la droite (D) et la courbe (Cy). Ipt
(on prendra f(—3) = —2,5 et f(—1) = —0,7)
e Veérifier que la fonction H : © — (& — 1)e® est une fonction primitive de la fonction h : & +— xe® sur R
0 2
puis montrer que : / ze®dr = — — 1. 0,5pt
—1 e
@ Montrer, a ’aide d'une intégration par parties, que : 0,75pt
0 2
/ (w2+1)ewdm:3<1——).
J-1 e
e Calculer, en cm?, l'aire du domaine plan limité par la courbe (Cf),la droite (D), I'axe des abscisses et
la droite d’équation x = —1. 0,5pt
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I) Soit g la fonction numérique définie sur R par : g(x) = e* — 2% + 3z — 1.
Le tableau ci-dessous est le tableau de variations de la fonction g.

T — 00 —+o00
g'(x) +
+ oo
g(x) /
—00
Veérifier que : g(0) = 0. 0.25pt

H Déterminer le signe de g(z) sur chacun
des intervalles | — co; 0] et [05 +oo]. 0.5pt

IT) Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(x) = (:c2 — :c) e T+
et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O3 ;) (unité : 1 cm ).
2
. m m . .
e Vérifier que f(x) = — — — + « pour tout « de R puis montrer que lim f(x) = +oo. 0.5pt
x—+oo

er er

Calculer lil_il_‘l (f(x) — «) puis en déduire que (C) admet une asymptote (D) au voisinage de +oco
xr—r+00o

d’équation y = x. 0.75pt
) 2 — x4 ze® ) .
Vérifier que f(z) = pour tout x de R puis calculer lim f(x). 0..5pt
er T——00
. f(=) . ) ) o
@ Montrer que lim ——= = —oo et interpréter le résultat géométriquement. 0..5pt
T——00
e Montrer que f(x) — = et 2 — 2 ont le méme signe pour tout « de R. 0.25pt
@ En déduire que (C) est au-dessus de (D) sur chacun des intervalles |—oo; 0] et [1; +o0o[, et en dessous
de (D) sur lintervalle [0;1]. 0.5pt
e Montrer que f’(z) = g(z)e™® pour tout = de R. 0.75pt
@ En déduire que la fonction f est décroissante sur |—oo; 0] et croissante sur [0; +oo]. 0.5pt
e Dresser le tableau de variations de la fonction f. 0.25pt
e Vérifier que f”’(z) = (z* — 5& 4+ 4) e~* pour tout « de R. 0.25pt
@ En déduire que la courbe (C) admet deux points d’inflexion d’abscisses respectives 1 et 4. 0.5pt
Construire (D) et (C) dans le méme repére (O3 7).(on prend : f(4) = 4.2) Ipt
ne Montrer que la fonction H : x +—> (:cz + 2z + 2) e~ ® est une primitive de la fonction h :  — —x2e™®
) o P 2e — b
sur R pais en déduire que re  dx = . 0.5pt
0 e
. . . . ! e—2 .
@ A l’aide d’une intégration par parties montrer que / e dr = . d’équations x = 0et x = 1. 0.75pt
0 e

1
IIT) Soit( (un) la suite numérique définie par : ug = > et Unt1 = f (uy) pour tout n de N.

e Montrer que 0 < u, < 1 pour tout n de N.

(on pourra utiliser le résultat de la question IT) 3. b)) 0.75pt
@ Montrer que la suite (u,) est décroissante. 0.5pt
e En déduire que (u,,) est convergente et déterminer sa limite. 0.75pt
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I Soit g la fonction numérique définie sur l'intervalle ]0; +oo[ par : gx)=2®—1—-2In*z + 2Inz.
Le tableau ci-dessous est le tableau de variations de la fonction g sur intervalle |0; +o00].

T 0 —+oo
g'(z) +
+oo
g(x) /
—00
Calculer : g(1). 0.25pt
E Déterminer, a partir de ce tableau, le signe de g(x) sur chacun des intervalles ]0; 1] et [1; 4+o00]. 0.5pt

IT) On considére la fonction numérique f définie sur Uintervalle ]0; +oo[ par :

fa) =z -+ — +(1“"”)2
Y= T T o2 x )

et soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormeé (Oj '?; ;)

1 Vérifi li = . 0.5pt
.e érifier que Hm f(x) = 400 p
1
@ Montrer que la droite (D) d’équation y =  — > est une asymptote a la courbe (C) au voisinage de +oo.
0.5pt
G Déterminer la position relative de la droite (D) et la courbe (C). 0.25pt
Montrer que lin% f(x) = 400 et interpréter le résultat géométriquement. 0.75pt
250
, 9(z) .
e Montrer que f’(x) = == pour tout  de I'intervalle ]0; +ool. Ipt
x
@ Montrer que la fonction f est décroissante sur 'intervalle ]0; 1] et croissante sur Uintervalle [1; 4+oo]. 0.5pt
G Dresser le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle ]0; +oo]. 0.5pt
n Construire dans le repére (O35 7) la droite (D) et la courbe (C) (unité : 1 cm). Ipt
IIT) On considére la fonction numérique h définie sur ]0; +oo[ par :
h(z) = f(z) — =
Yy
3 4
e Vérifier que h(1) = 0. 0.25pt
@ Dans la figure ci-contre, (C}) est la représentation gra- 9|
phique de la fonction h.
Déterminer le signe de h(x) sur chacun des intervalles (Cn)
]051] et [1; 4oo[ puis en déduire que : f(x) < x pour 1+
tout « de lintervalle [1; +o0]. 0.75pt
On consideére la suite numérique (u,) définie par : ‘ ‘
Ug = € et Up+1 = f (up) pour tout n de N. 0 12— 3
-1 y= —1
2
e Montrer par récurrence que 1 < u,, < e pour tout n de N. 0.75pt
@ Montrer que la suite (uy,) est décroissante. 0.75pt
(on pourra utiliser le résultat de la question III) 1.b) ).
En déduire que la suite (uy,) est convergente et déterminer sa limite. 0.75pt

Prof : Zadi Khalid 0678320024



s NG

Premiére partie :
Soit f la fonction numérique définie sur |05 +oo| par :

1 1
fl@) ==+ >~ Inz + 5(lna:)2.

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O3 ;) (unité :1 cm ).

Calculer lirr%) f(x) puis interpréter le résultat géométriquement. 0,5pt
>0
. 1 1

e Veérifier que pour tout « de |05 +oo[, f(xz) = « + > + > Inz—1)Ina. 0,25pt

@ En déduire que lim f(x) = 4o0. 0,5pt

x—+oo
2
Inz)2 In+/T
e Montrer que pour tout & de |05 +o00], u =4 (—\/_> 0,5pt
T VT
. . . (Inz)?
puis en déduire que lim =0.
x— oo €T

@ Montrer que (C) admet au voisinage de 00 une branche parabolique de direction asymptotique la droite
(A) d’équation y = x. 0,75pt

e Veérifier que pour tout « de ]051] : (z—1)+1Inz < 0 et que pour tout  de [1;4o0o[: (x—1)+1Ina > 0.

0,5pt
, z—14+Inx
@ Montrer que pour tout & de |05 +o0], fflg)= ——. 1pt
x
e Dresser le tableau de variations de la fonction f. 0,5pt
2—Inz
e Montrer que f”(z) = ——— pour tout  de ]0; +-o0|. 0,5pt
T
@ En déduire que (C) admet in point d’inflexion dont on déterminera les coordonnées. 0,5pt
1
e Montrer que pour tout  de ]0; +o00 {, flx) —x= E(lna: — 1)? et déduire la position relative de (C)
et (A). 0,5pt
@ Construire (A) et (C) dans le méme repere (O35 7). Ipt
ne Montrer que la fonction H : & — xInx — x est une primitive de la fonction h :  — Inx sur ]0; +o0|. 0,5pt
e
@ A Taide d’une intégration par parties montrer que / (In w)zda: =e— 2. 0,75pt
1

e Calculer en cm? aire du domaine plan limité par (C) et (A) et les droites d’équations x = 1 et = e. 0,5pt

Deuxiéme partie :
Soit (uy,) la suite numérique définie par : ug = 1 et Up4+1 = f (upn) pour tout n de N.

e Montrer par récurrence que 1 < u,, < e pour tout n de N. 0,5pt
@ Montrer que la suite (uy) est croissante. 0,5pt
9 En déduire que la suite (u,,) est convergente . 0,5pt

H Calculer la limite de la suite (uy,). 0,75pt
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Premiére partie :

x —2\?2
Soit f la fonction numérique définie sur R* par : f(x) = 2 + 8 ( ) e 4
T

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; ;) (unité :1 cm).

e Vérifier que lim  f(x) = 2 et interpréter le résultat géométriquement. 0,5pt
r—r—0o0
@ Veérifier que lin}) f(x) = 400 et interpréter le résultat géométriquement. 0,5pt
T—
P lcul li . t
.e Calculer Lam f(x) 0,5p
@ Montrer que la courbe (C') admet une branche parabolique de direction 'axe des ordonnées au voisinage
de +oo0. 0,5pt
8(x — 2) (2 — 22 +4) e® 4
e Montrer que : f'(z) = ( ) ( 3 ) pour tout x de P . 0,75pt
T
@ Vérifier que pour tout & de R, % — 2z + 4 > 0. 0,25pt
e Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur ]0; 2[ et strictement croissante sur chacun des
intervalles | — 0o; 0] et [2; 4-00]. 0,75pt
@ Dresser le tableau de variations de la fonction f sur R*. 0,5pt
n Construire la courbe (C') dans le repére (O3 Z; ;) 1pt
1
e Vérifier que la fonction H : x — —e® "% est une fonction primitive de la fonction 0,5pt
T
r—1
h:x— — e sur [2; 4]
T
Py r—4 x—1 x—4 *
@ Veérifier que f(z) = 2 4 8e —32——e pour tout x de R*. 0,25pt
T
4
G Calculer I'intégrale / e*dx. 0,5pt
2

@ Calculer en ecm? l’aire du domaine plan limité par (C), ’axe des abscisses et les droites d’équations x = 2
et x = 4. 0,75pt

Deuxiéme partie :
On consideére la fonction numérique g définie sur [2; 4] par :
g(x) = 8(x — 2)e** — 2.
e Calculer g(4). 0,25pt
@ Veérifier que pour tout « de Uintervalle [2; 4], 0,5pt
g(xz) = —(z —4)%e* * + 22 (e —1).

° Vérifier que pour tout 2 de intervalle [254],e®~* —1 < 0

puis en déduire que pour tout & de 'intervalle [2;4], g(x) < 0. 0,5pt
e Vérifier que pour tout @ de lintervalle [2;4], f(x) — x = (mT_2> g(x). 0,5pt
@ En déduire que pour tout x de lintervalle [2; 4], f(x) < @. 0,25pt
Soit (u,,) la suite numérique définie par : ug = 3 et up+1 = f (un) pour tout n de N.
e Montrer par récurrence que 2 < u,, < 4 pour tout n de N. 0,5pt
@ Déterminer la monotonie de la suite (u,) et en déduire qu’elle est convergente. 0,5pt
G Calculer la limite de la suite (un). 0,75pt
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On considére la fonction numérique f définie sur R par

5 1
fl®)=—x+ - ——e*?(e* % —4)
2 2
et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé
Montrer que lim f(z) = 4ooet lim f(z) = —o0 0.5pt
T—r— 00 x—>+o0o

5
e Démontrer que la droite (A) d’équation y = —x + > est une asymptote a la courbe (C) au voisinage de

—00 0.5pt
@ Résoudre I’équation e*~2 — 4 = 0 puis montrer que la courbe (C) est au dessus de ( A ) sur I'intervalle
] — 00,2 4+ In4] et en dessous de (A) sur Uintervalle [2 4 In 4, +o00] 0.75pt
. f(=) . U, )
Montrer que lim ——= = —oo puis interpréter géométriquement le résultat. 0.5pt
rz—+oco
e Montrer que pour tout « de R 0.5pt
f,(ZB) — _ (ea:—2 _ 1)2
@ Dresser le tableau de variations de la fonction f 0.25pt
Calculer f”(x) pour tout & de R puis montrer que A(2,2) est un point d’inflexion de (C) 0.75pt

n Montrer que 'équation f(x) = 0 admet une solution unique « telle que

2+In3<a<2+1n4

0.5pt
Construire ( A) et (C) dans le repeére (0,7;7)
(onprendIn2~0,7etIn3 ~1,1)
Ipt
Be Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f~1 définie sur R 0.5pt
@ Construire dans le méme repeére (O, ;, j) la courbe représentative de la fonction f~1 0.75pt
(remarquer que la droite (A) est perpendiculaire & la premiére bissectrice du repére )
© Calculer (79" (2 - n3)
(Remarquer que f~*(2 —In3) =2+ In3)
0.5pt
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I - Soit g la fonction numérique définie sur |0, +o00 [ par :

1
g(z) =e'™"+ = —2
x

Monter que g’(x) < 0, pour tout & €] 0, +oo| 0.5pt
Déduire le tableau de signe de g(x) sur l'intervalle |0, +o0[; ( remarquer que g(1) = 0) 0.5pt

IT - On considére f la fonction numérique définie sur ]0, +oo [ par :

fx)=1—x)e' ™ —2? + 52— 3 —2Inzx

et (C) sa courbe représentative dans orthonormé (0,%,7) ( unité: 2 cm)

Montrer que lin% f(x) = 400 puis interpréter le résultat géomeétriquement 0.5pt
z—
2 Mont li = — 0.5pt
.e ontrer que  lim f(x) oo D
. f(=) - ) ) o
@ Montrer que lim ——= = —oo puis interpréter le résultat géométriquement 0.75pt
z—+oo
e Montrer que pour tout  de |0, +oo [, f'(z) = (= — 2)g(x) Ipt
@ Montrer que la fonction f est décroissante sur 0, 1] et sur [2, 4o00] et croissante sur [1, 2] 0.75pt
e Dresser le tableau de variations de la fonction f sur ]0, +oof, (on admet f(2) ~ 1,25 ) 0.25pt
Sachant que f(3) ~ 0,5 et f(4) >~ —1,9 montrer que 'équation f(z) = 0 admet une solution unique dans
lintervalle 13, 4][. 0.25pt
Construire (C) dans le repére (0,1, ) Ipt

III - On pose h(z) = f(x) — x pour tout x de lintervalle [1, 2]
e A partir du tableau de variations de la fonction h ci-contre montrer que f(xz) < x pour tout x de

I'intervalle [1, 2] 0.5pt
T 1 2
0
h@)
h(2)
@ Montrer que 1 est 'unique solution de ’équation f(x) = x sur lintervalle [1, 2] 0.25pt

Soit (un,) la suite numérique définie par :
o = 2 et Up+1 = f (up) pour tout n de N

e Montrer par récurrence que 1 < u,, < 2 pour tout n de N 0.75pt

@ Montrer que la suite (u,) est décroissante. 0.5pt

° En déduire que la suite (uy,) est convergente et calculer lir_'r_l Uy, 0.75pt
T—r 100
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Soit la fonction f définie sur [0, +o0[ par :
f(0)=0et f(x) =2xlnx —2xsixz >0

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 7, ,;) (unité : 1em )

Montrer que f est continue & droite au point 0. 0.5pt
Calculer lim T 0.5pt

Ee r——+o00 f( ) P
@ Calculer lim ~—— puis interpréter géométriquement le résultat 0.5pt

r—+4oco ¢

e Calculer lim

z—0t X

et interpréter géométriquement le résultat 0.75pt

Calculer f’(x) pour tout = de ]0, +o0[ 0.5pt

Dresser le tableau de variations de la fonction f sur [0, +oo] 0.5pt

Construire la courbe (C) dans le repére (0, 3,7) (on prend e? ~ 4.5 ) Ipt

e Résoudre dans Uintervalle | 0, 400 [ les équations f(z) = 0 et f(z) =z 0.5pt

En utilisant une intégration par parties, montrer que

e 1 2
/ zlnxdxr = te
1

4
0.5pt
e
En déduire : / f(z)dz 0.5pt
1
e Déterminer le minimum de f sur |0, +o0| 0.25pt
En déduire que pour tout x de ]0, +o00]
z—1
Inxz >
T
0.5pt
Soit g la restriction de la fonction f a l'intervalle [1, +oo]
e Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque g~ définie sur un intervalle J qu’on déterminera.
0.5pt
@ Construire dans le méme repére (O, 7, ,;) la courbe représentative de la fonction g—1 0.75pt
n on considére la fonction h définie sur R par
h(z) = x® + 3x;2 <0
h(z) =2xlnz — 2xz;2 > 0
e Etudier la continuité de h au point 0 0.5pt
@ Etudier la dérivabilité de la fonction h & gauche au point 0 puis interpréter géométriquement le résultat. 0.5pt
e La fonction h est-elle dérivable au point 07 justifier. 0.25pt
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Soit f la fonction numérique définie sur R par :

f(x) =2 — xe =t

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, ,7) (unité : 1 cm )

Calculer lim f(x) et interpréter le résultat géométriquement. 0.5pt
x—>+o00o
P lcul li .5pt
.e Calculer Jlim f(x) 0.5p
. f(=) . ) ) o
@ Montrer que lim “——= = —oo et interpréter le résultat géométriquement. 0.75pt
T——00 I
e Montrer que pour tout x de R : 0.75pt
fl(x) = (z — 1)e =+
@ Dresser le tableau de variations de la fonction f 0.5pt
e Calculer f”(x) pour tout = de R 0.5pt
@ Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion d’abscisse 2 0.5pt
Construire la courbe (C) dans le repére (O, ,7) (on prend : f(2) =1,25) Ipt

n Déterminer la valeur minimale de la fonction f et en déduire que pour tout  de R

ew—l Z x
0.5pt
2
e En utilisant une intégration par parties, calculer : / re dx 0.5pt
0
@ En déduire que
2
/ f(x)de =4 — e+ 3e™?!
0
0.5pt
E Soit g la restriction de f a I'intervalle | — oo, 1]
e Montrer que g admet une fonction réciproque g~! définie sur un intervalle J & déterminer. 0.5pt
@ Construire la courbe représentative de g=* dans le méme repére (O, Z, 5) 0.75pt
° A partir de la courbe représentative de g= 1,
-1
T
déterminer lim (g—()) 0.25pt
r—+o00 T
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On considére la fonction numérique f définie sur R par f(x) =z (e — 1)2
Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (037, 7) (unité :lcm)
Calculer lim f(x) et lim f(x) 0.5pt
xr—+o00 T—>—00
. f(=) PR )
Calculer lim et interpréter géométriquement le résultat 0.5pt
rx—+4oco
e Montrer que la droite (A) d’équation y = x est asymptote a la courbe (C) au voisinage de —oo 0.5pt
@ Etudier le signe de (f(x) — ) pour tout = de R et en déduire la position relative de la courbe (C) et la
droite (A) 0.75pt
e Montrer que f’(z) = (e? — 1)2 + ze? (ez — 1) pour tout  de R. 0.5pt
@ Vérifier que (e% — 1) > 0 pour tout « de R puis en déduire le signe de la fonction dérivée f’ sur R 0.5pt
° Dresser le tableau des variations de la fonction f sur R 0.25pt
1 @x T
e Montrer que f”(x) = Eef g(x); ot g(x) = (2x + 4)ez — x — 4 pour tout = de R 0.5pt
@ A partir de la courbe ci-dessous de la fonction g, déterminer le signe de g(x) sur R (Remarque : g(a) = 0
) 0.5pt
G Etudier la concavité de la courbe (C) et déterminer les abscisses des deux points d’inflexions. 0.5pt

n Construire la courbe (C) dans le repere (031, )

(On prend : In(4) ~¥ 1,4, >~ —4,5 ¢t f(a) ~ —3,5) 1Ipt
Yy
4 £+
3 is
2 £+
(Cq)
1 is
—5 4 -3 -2 -1 1z
—21
e Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque f~1 définie sur R 0.5pt
@ Calculer (f_l), (In4) 0.25pt
n Soit (un) la suite numeérique définie par up = 1 et Up+1 = f (up) pour tout n de N
e Montrer par récurrence que 0 < u,, < In4 pour tout n de N 0.5pt
@ Montrer que la suite (u,) est décroissante. 0.5pt
° En déduire que la suite (uy,) est convergente. 0.25pt
e Calculer la limite de la suite (un). 0.5pt
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Soit f la fonction numérique définie sur [0, +o00 | par :

f(x) =z*(lnz —1)%2 >0

f(0)=0
et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (Oj;,7) (unité : 1 cm )
Calculer mgr_'{loo f(x) puis déterminer la branche infinie de (C') au voisinage de +o00 0,75pt
e Montrer que f est continue & droite en 0 0,5pt
@ Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 puis interpréter le résultat géométriquement 0,5pt
e Montrer que f’(x) = 223(Inx — 1)(2Inx — 1) pour tout = de 'intervalle 0, 400 | 0,75pt
@ Dresser le tableau de variations de f 0,5pt
e Sachant que f”(z) = 222(6 Inz — 5) In x pour tout = de I'intervalle |0, 400 [, étudier le signe de f”(x)
sur | 0, 4o0[ 0,5pt
@ Déduire que la courbe (C) admet deux points d’inflexion dont on déterminera les abscisses 0,5pt
e Construire la courbe (C) dans le repére (O,Z, 3) (on prend : ve =1,6 et e =7, 2) Ipt
@ En utilisant la courbe (C), déterminer le nombre de solutions de I'équation z*(lnx — 1) = —1 0,5pt

Oun consideére la fonction g définie sur R par g(x) = f(|x|)

e Montrer que la fonction g est paire 0,5pt
@ Construire (Cyq) la courbe représentative de g dans le méme repére (O, ) 0,5pt
e 6 — 65
e On pose I = / m4(lnm — 1)dx, en utilisant une intégration par parties, montrer que I = 25 0,5pt
1
@ On considére la fonction h définie sur I'intervalle ]0, +oo [par h(z) = 2®°(Inz — 1)2. 0,5pt
Vérifier que h/(x) = 5f(z) + 2z*(Inx — 1)
€ 1 2
e Déduire que / f)de = —— — =1 0,5pt
1 5 5
e Calculer Taire du domaine délimite par la courbe (C') et Paxe des abscisses et les droites d’équations & = 1
etx=ce 0,5pt
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

F Equation différentielle du premier ordre
Equation Solution
Y =ay y(z) = ke ; kER
y =ay+b y(m):keam—g ; kKeER
y' =ay et y(zo)=yo y(x) = yoe =0

—————— 1 L’équation différentielle vy’ 4+ ay’ + by =0

U

| Equation caractéristique : 72 + ar +b =0 |

U

| On le Calcule A = a? — 4b|

A <O A =0 A>0

L’équation caractéristique admet 2 so- | L’équation caractéristique admet | L’équation caractéristique admet
lutions complexes conjuguées une seule solution g deux solutions réelles ry et ro

i =p-tigetr; =p—iq

La solution générale est La solution générale est La solution générale est

y(x) = (acos(qx) 4+ Bsin(qgx))eP® y(z) = (az + B)e™* y(x) = ae™® 4 Be™*

. 2
Avec (a;8) €R Avec (o) € R? Avec (s ) € R?

fSoi‘c ’6quation différenticlle y” 4+ w?y = 0 ou w est un nombre réel (w # 0)
La solution générale est y(x) = acos(wzx) + Bsin(wz) Avec (a3 B) € R2.
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Résoudre I’équation différentielle : y”/ — 6y’ + 9y = 0. 0,75pt
On considére 1’équation différentielle suivante : (E) : y” — 6y’ + 9y = 2€3*.

e Montrer que la fonction u définie sur R par : u(x) = x2e3® est une solution particuliére de I’équation
(E). 0,75pt
@ Donner la solution générale de I’équation (FE). 0,5pt

On considére I'équation différentielle suivante : (E) : y” — 2y’ + y = x — 1.

Résoudre ’équation différentielle : y”” — 2y’ + y = 0. 0.75pt
e Trouver une solution particuliére de I’équation (E) de la forme :

Yo : « — ax + b.

0.25pt
@ Donner la solution générale de 1’équation (FE). 0.25pt
G Déterminer la solution h de 'équation (E) qui vérifie : h(0) = 0 et h'(0) = 1. 0.5pt
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CALCUL INTEGRAL

Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle : N\l

f! Soient, f une fonction continue sur [a, b] et F' une primitive de f sur [a, b] L’intégrale de a & b de f est
le nombre réel :

b
/ f(2)dz = [F(2)]% = F(b) — F(a)

W Linéarité : _ , _
[ #@yiw=— [ (w)as [ ez —o
/ab[f(:c) +g(z)]ldz = /ab f(x)dx + /:g(m) dr | (k € R) /ab Ef(x)de = k:/ab f(z)dx

W Relation de chasles :

Ve € [a,b] ; /ab f(x)dx = /:f(ar:)da: + /be(ar:)da:

W Intégrale et ordre :

b b
e Si:Vx € [a,b] f(x) <g(x) Alors : / f(x)dx < / g(x)dz
b
e Si:Vx € [a,b] f(x)>0 Alors : / f(z)dz >0

W Valeur moyenne :
Soit f une fonction continue sur lintervalle [a, b] La valeur moyenne de la fonction f sur [a,b] est le

nombre réel :
1 b
/ f(z)dz
b—a /,

Intégration par parties :

Soient f et g deux fonctions dérivables sur [a,b] telle que : f et g’ sont continues sur [a,b] On a :

b b
[ 8@ x g@)de = (@) x 9@t~ [ [f@) x g'(@)] da

L’Aire d’une partie du plan :

l.u.A
Soit un plan muni d’un repére orthonormé (0, '_[, ;)
I'unité de l'aire : u.A est I'aire du rectangle limité par le point O
et les vecteurs 7 et j : 7
Tu. A = |2 x Izl : AN

QO
oo
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L’Aire d’une partie du plan :

e Soit f une fonction continue sur [a, b]. laire de la partie du plan délimitée par la courbe (Cf), I'axe des 2
abscisses et les deux droites d’équations * = a et © = b est :

(/:If(w)ldw> ‘u-A

e Soient f et g deux fonctions dérivables sur [a, b]. I'aire de la partie du plan délimitée par Cf et Cg et les
droites d’équation * = a et © = b est :

b
(/ | f(x) —g(=) | dm) cu-A
Cas particuliers : 4_‘

L’aire du domaine hachuré sur la figure

Figure illustrative
Y

Cy

0 T e (/b f(a:)d:z:) u.A

e f est positive sur [a; b]
2

Cs (/b —f(:c)d:c) u.A
:

(/:f(w)dw+/cb—f(w)dw> ‘u-A

e f est positive sur [a; ]

e f est négative sur [c; b]
Y

Cy

Cy

J i > b
b ( / (9(x) — f(w))da;) A
® (Cy) est au dessus de (Cy) sur [a; b] @

=3
)

J > c b
VG b ( [ @ -g@yas+ [ (g(w)—f(w))dw> ‘u-A

® (Cy) est au dessus de (Cy) sur[a; c]
® (Cy) est au dessous de (Cy) sur [c; ]
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“E]alcul de Volumes}

Le volume du solide de révolution engendré par la rotation de la courbe (Cy)
sur [a; b], un tour complet autour de 'axe des abscisses est : 4

A\

V= [ / bﬂ(f(w))2dw] ww .

w.v : unité de volume

g

Exercice BAC 2003

2
En utilisant une intégration par parties, calculer l'intégrale : I = / In(xz)dx.
1

In4

Calculer l'intégrale : J = / xv'e®dx (on pourra poser t = veT ).
0

o)

Exercice BAC 2003

®

g

€1
Calculer 'intégrale : I :/ —|In(x)|dx.
1z

2 Déterminer les deux réels a et b pour que : —— = a our tout réel ¢ différent de —1.
2 [[a) pour que : -—— =a+——p
o [
Calculer l'intégrale : J = / ——————dx (on pourra poser t = v/2 4+ x ).

Exercice BAC 2005

2e3 +1
9

!

e
En utilisant une intégration par parties, montrer que : / z?Inxzde =
1

4 dx iy
»A Montrer que : ——— = — (on pourra poser : t = vax — 1 ).
2] q L Va1 6 (on p p v )

:

En utilisant une intégration par parties, montrer que :

™

/0 cos(z) - In(1 + cos(z))dx = 5 1.

(on rappelle que : sin?(x) = 1 — cos?(x) )

Exercice BAC 2009

—1 —1
On pose : I = / T dretd= / In(2z + 6)dz.
+3 —2

_2 X

;

pour tout réel x différent de —3.

Prof : Zadi Khalid 0678320024

e Veérifier que : w_T_3 =1-

xr

)

BAC 2005 ‘ : )

)

Ipt

Ipt

Ipt

0.5pt

0.5pt

Ipt

1.5pt

Ipt

0,25pt



@ Montrer que : I =1 — 31n 2. 0,75pt

En utilisant une intégration par parties, montrer que : J = —1I. Ipt
mEm @
Déterminer les fonctions primitives de la fonction = +— 2z (z? — 1)2009 sur R et vérifier que :  Ipt
V2 1
/ 2z (z? — 1)2009 de = ——.
1 2010
2
En utilisant une intégration par parties, montrer que : / 2z + 1) In(xz +1)de =6In3 — 2. Ipt
0
rEm ©
On considére la fonction numérique g définie sur ]0, +oo[ par  g(z) =2z — 2 —Inz
rz—1
e Montrer que pour tout  de |0, +oo[, g’ () = \/_— 0.5pt
T
@ Montrer que g est croissante sur [1, +00] 0.5pt
e en déduire que pour tout x de [1,+oo[, 0 < Inz < 24/z (remarquer que 2v/x — 2 < 24/ ) 0.5pt
(nz)* _ 8 o (ma)®
Q Montrer que pour tout x de [1, +o00[,0 < 3 < ——.. et en déduire lim 1pt
x Vv z—too g2
4
ne Montrer que la fonction G : ¢ — = (—1 + g\/_ —In a:) est une primitive de g sur |0, +oo] 0.75pt
4
@ Calculer l'intégrale / g(x)dz 0.75pt
1

On consideére la fonction numérique w définie sur R par : u(x) = e® — 2x 4+ 2 — 3e™ "
2
e Montrer que pour tout & de R, u’(x) = (ew_e#
@ poser le tableau de variation de la fonction u (sans calcul de limite) ;
° En déduire le signe de la fonction w sur R (remarquer que ©(0) = 0 )
Soit la fonction v définie sur R par v(x) = 2* — 2ze® + 2e® — 3
e Veérifier que pour tout & de R, v(x) = e®u(x)

@ En déduire le signe de la fonction v sur R

mEm ®

0.5pt

0.25pt
0.5pt

0.5pt

0.5pt

1
e Montrer que la fonction W définie par W(x) = 562“’ + (4 — 2xz)e® — 3z est une primitive de la fonction

v sur R
2
@ Calculer 'intégrale / v(x)dx
0

9
G Montrer que > est le minimum absolu de la fonction W sur R.

x 1
I8 Vérifier que : =x—1
. d z+1 +m+1

pour tout & de R — {—1}.
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2 2
Montrer que : / dx = In3. 1pt
0o I 1
2 3
En utilisant une intégration par parties, montrer que : / zln(z + 1)dz = > In 3. Ipt
0
mm
e Montrer que la fonction H : & — xe® est une primitive de la fonction h :  — (x 4+ 1)e® sur R. 0.5pt
1
@ En déduire que / (x +1)e”dxz = e. 0.5pt
0
1
A P’aide d’une intégration par parties calculer / (2 + 2z — 1) e”dz. Ipt
0

o NG

On consideére la fonction h définie sur R par h(xz) = (x 4+ 1)e”
0

Vérifier que & — xe® est une primitive de la fonction h sur R ; puis calculer I = / h(x)dz 0.75pt
-1

0
A T’aide d’une intégration par parties calculer J = / (z + 1)%e®dx 0.75pt
-1
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théﬁnition d’une suit

—

€ I

g On appelle suite numérique, toute fonction de N vers R.

Notations et vocabulaire

Si E désigne ’ensemble de définition d’une suite numérique u, on a les notations suivantes.

— Notation fonctionnelle

u:E—-R

— Notation indicielle

(un)nGE

ou, plus simplement, (uy,) .

u(n) ou u, est appelé terme d’indice n ou terme général ; le nl®M° terme est appelé terme de rang n.

La suite arithmétique la suite géométrique

une suite arithmétique

une suite géométrique

Définition

Vn>mnp) t upt1 = un+ 7

(Y > ng) : Upt1 = qun,

Terme général

(Vn = ng) : up = up + (n — p)r

(Vn>mng) :up =up X ¢"°P

n— 1 1—qnPH!
La somme de termes S, = (++) (up + un) S, = ( 1q_ ) X up; (g # 1)
consécutifs q
Sp=Up+....+uy
Trois termes atc=2b ac = b?

consécutifs a et b et ¢

La suite majorée, minorée et bornée

5 On dit qu’une suite (un)n>n0 est majorée s’il existe un réel M tel que (Vn > ng) : up < M.

5 On dit qu'une suite (%n),,>,, est minorée s'il existe un réel m tel que (Vn = no) : up = m.
5 On dit quune suite (ur),,,,, est bornée il existe un réel positif C tel que (Vn > no) : |un| < C. (e.
la suite est majorée et minorée a la fois )

& Toute suite positive est minorée par 0. &Toute suite négative est majorée par 0.

La monotonie d’une suite

ﬁ On dit qu’une suite est monotone s’elle est croissante ou décroissante.

W (un)

W (un)
W (un)
W (un)

& Une suite croissante est minorée par son premier terme.(ie. (Vn = ng) : Un = Up,)

est croissante <&  (Yn = ng) : Upt+1 2 up, < (YR 2= ng) : Upt1 — Un = 0.

nz>ng

est strictement croissante <& (VN = ng) : Upt1 > Un (YR 2= 1g) @ Upt1 — Uy > 0.

est décroissante < (Vn > ng) t Upg1 S up, < (VR =ng) t Upg1 — Uy < 0.

n>ng

nne €St strictement décroissante <> (Vn = no) t upt1 < un & (YN 2 ng) : Upt1 — up < 0.

n>n, €St constante < (Vn = no) : upy1 = tn.

& Une suite décroissante est majorée par son premier terme.(ie. (Vn > ng) : Up < Up,)

@
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h l‘[ La limite d’une suite }

ﬁ On dit qu’une suite (uy)

lim wu, =1
n—-+4oo m

n>no €St convergente s’elle admet une limite finie I qd m — +o0 et on écrit

5 On dit qu’une suite (uy)

8 ) ?
n>ne €St divergente s’elle n’est pas convergente.

W La limite d’une suite numérique,lorsqu’elle existe est unique.

400 sir>0
0 sir<O0

n—-+4oo

WSoitreQ*,ona: lim n’”:{

Critéres de convergence

Toute suite croissante et majorée est convergente.

Toute suite décroissante et minorée est convergente.

D DD

Vn = ng) : |up — 1| < v,
. = (Un)p>n, €St convergente et nli>r-|r-loo Un =1
lim v, =0
\ n—+oco
>
<
%@ (Vn =2 ng) : wy, < up < v,
. . = (un)n>n0 est convergente et nll)rfoo Up =1
lim v,= lim w, =1
n—-+4oco n—-+oo
-
%@ (Vi > ng) : up < vy ) ‘
. == nEToo Up = —00 et (Un),,5,, st divergente
lim v, = —o0
\ n—+4oo
)
%ﬁ (Vn =2 ng) : w, < u,
= lim wu, = 400 et (uy),,~,,. est divergente
. n—+oco Y
lim w, = +oc0

n—+4oco ‘j

Suites de type f (u,) = v,

lim wu, =1
n—-+4oo

(Un)psn, €St convergente = (vn) est convergente ct nll)r_'{loo v, = f(1)

f est continue en 1

Suites de type f (un) = Un+1

f est continue sur un intervale fermé I

fayciI

Upy € T = [ est une solution de I'équation f(x) = x sur I

(Un)y>n, st convergente

L Ll v =1
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mmm ©

3u, — 1
On consideére la suite numérique (u,,) définie par : ug =2 et Upy1 = 2"— pour tout n de N.
Un
Montrer par récurrence que u,, — 1 > 0 pour tout n de N. 0.75pt
Up — 1
n On considére la suite numérique (v,,) définie par : v, = h pour tout 72 de N.
Uy —
. . . 1 L 1 /1\"
e Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison 5 et en déduire que v,, = 5 5 pour tout n de Ipt
N.
VUn — 1 , . .
@ Montrer que u,, = — et en déduire que lim wu,, = 1. 0.75pt
2v, — 1 n——+oo

e Calculer liI_’I_l wy, sachant que (wy,) est la suite numérique définie par : w, = In (u,) pour tout n deN.
n—+oo

0.5pt
mEm ®
. . " P 3un
On considére la suite numérique (u,,) définie par : ug =1et Upt1 = F pour tout n deN
Unp
Montrer que u,, > 0 pour tout n de N. 0.5pt
1
Montrer que Un4+1 < ?un pour tout n2 de N. 0.75pt
Montrer que la suite (uy) est décroissante et qu’elle est convergente. 0.5pt
1 n
e Montrer par récurrence que U, < (;) pour tout n de N*. 0.75pt
@ Déterminer la limite de la suite (uy,). 0.5pt
e ©
On consideére la suite numérique (wu,,) définie par :
1et tn tout n de N
ug =1letu = —— pour tout n de N.
0 n+1 5+ 8u, p
Montrer par récurrence que u, > 0 pour tout n de N. 0,5pt
1
n On pose : v,, = — + 2 pour tout n de N .
Unp
e Montrer que (vy,) est une suite géométrique de raison 5 puis exprimer v,, en fonction de n. 1,5pt
1
@ Montrer que u,, = 3x5"_2 pour tout n de N puis calculer la limite de la suite (uy). Ipt
X J—
o O
On considére la suite numérique (u,) définie par :
1 et Guin tout 7 de N
ug =1letu = ———— pour tout n de N.
0 n+1 1+ 15u, 1Y
e Veérifier que u — 1 = un——% pour tout n de N 0,5pt
"3 T Thu, + 1 ' o
1
@ Montrer par récurrence que u, > 5 pour tout n de N. 0,5pt
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On consideére la suite numérique (vy,) définie par : 1,5pt

vy, = 1 — —— pour tout n de N.
U,

1
Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison 6 puis exprimer v,, en fonction de n

1
Montrer que un, = ———57 pour tout n de N et en déduire lim wy. 1pt
3-2(5) n+eo
o ©
. . : . 10
On consideére la suite numérique (u,,) définie par : ug = 11 et upt1 = ﬁu" —+ 1 pour tout n de N.
_ 10
Vérifier que : up41 — 12 = Bl (wyn, — 12) pour tout n de N . 0.25pt
ne Montrer par récurrence que u, < 12 pour tout n de N. 0.5pt
@ Montrer que la suite (uy,) est croissante. 0.5pt
e En déduire que la suite (uy,) est convergente. 0.25pt

Soit (vy,) la suite numérique telle que : v,, = u,, — 12 pour tout n de N.

10
e En utilisant la question 1. montrer que (vy,) est une suite géométrique de raison el puis exprimer v,, en
fonction de n. 0.75pt
10\" - .
@ Montrer que u,, = 12 — Tl pour tout n de N et calculer la limite de la suite (wy). 0.75pt

mm @

On considére la suite numérique (u,) définie par :

4u, + 3
up = 3 et up41 = ——— pour tout n deN N.
3u, + 4
Montrer par récurrence que i, > 1 pour tout n de N. 0.5pt
U, — 1
On pose : v, = 1 pour tout n de N.
s
: 2 .
e Vérifier que 1 — v,, = T pour tout n de N et en déduire que 1 — v,, > 0 pour tout n de N. 0.5pt
Un
1+ v,
@ Montrer queu u,, = pour tout nn de N. 0.5pt
11—,
e Montrer que (vy,) est une suite géométrique de raison 7 et exprimer v,, en fonction de n. 1pt
@ Montrer que lim v, = 0 et en déduire la limite de la suite (uy). 0.5pt
n—+4oo

mem ©

Soit (un), ey la suite numérique définie par :

25
u1 = 0 et upy1 = — pour tout n de N*.
10 — u,
. 5(56 —uy,) .
Vérifier que 5 — U413 = —————— pour tout n de N* et montrer par récurrence que 5 — u,, > 0 pour
54+ (5 —un)
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tout n de N*, 1pt

E On considére la suite numérique (vy),,cy- définie par :

v, = —— pour tout n de N*.
5 — up,
10 — u,y, . .
e Montrer que vp41 = T a pour tout n de N* et vérifier que 0,75pt
— Un
Un41 — U, = 1 pour tout n de N*.
@ Montrer que : v,, = n pour tout n de N* et en déduire que Ipt
5 *
U, = 5 — — pour tout n de N*.
n
e Déterminer lim .. 0,25pt

n—-+4oco

e ®

On consideére la suite numérique (u,,) définie par :

U =2¢et Upp = gun + g pour tout n de N.
. 1

Veérifier que : p41 — 1 = s (un, — 1) pour tout n de N. 0,5pt
e Montrer par récurrence que u, > 1 pour tout n de N. 0,5pt

@ Montrer que la suite (uy) est décroissante. 0,5pt

e En déduire que la suite (u,,) est convergente. 0,25pt
Soit (vy,) la suite numérique telle que : v,, = uy,-1pour tout n de N.

1
e Montrer que (vy,) est une suite géométrique de raison = et exprimer v,, en fonction de n. 0,5pt
1 n
@ En déduire que u,, = (g> 4+ 1 pour tout n de N puis calculer la limite de la suite (u,). 0,75pt

e ©

On considére la suite numérique (uy,) définie par :
1
ug = 13 et up41 = Eun + 7 pour tout n de N.

Montrer par récurrence que u,, < 14 pour tout nn de N. 0.75pt
E Soit (vy,) la suite numérique telle que : v,, = 14 — u,, pour tout n de N.

e Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison > et exprimer v,, en fonction de n. Ipt

1 n
@ En déduire que u,, = 14 — <§> pour tout n deN puis calculer la limite de la suite (uy,). 0.75pt
e Déterminer la plus petite valeur de I’entier naturel n pour laquelle u,, > 13, 99. 0.5pt
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e ©

On considére la suite numérique (wn),,cn- définie par :

Su, —4 N
u1 = 5 ¢t Up41 = —— pour tout n de N*.
1+ u,

Montrer par récurrence que u, > 2 pour tout n de N*. 0.75pt

On consideére la suite numérique (vn),,cn- définie par :

3
v, = pour tout n de N*.
Uy — 2

1+ u
e Montrer que vp41 = —g pour tout n de N et montrer que la suite (Un)nGN* est arithmétique de

n
raison 1. 1pt
3
@ Exprimer v,, en fonction de n et en déduire que : u,, = 2 + — pour tout n de N*, 0.75pt
n
e Déterminer lim w,,. 0.5pt

n——4oco

e ©

On considére la fonction numérique f de la variable réelle x telle que :

1
f(z) = 21 —Inz)’
On consideére la suite numérique (u,,) définie par : up = 2 et upy1 = f (uy,) pour tout n de N.
Montrer par récurrence que 1 < u,, < « pour tout n de N. 0,5pt
Montrer que la suite (uy,) est décroissante 0,5pt
En déduire que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite. 0,75pt

e ®

On consideére la suite numérique (u,) définie par :

2
ug =4 ct uppq1 = Eu" + 3 pour tout n de N.

Montrer par récurrence que u, < 5 pour tout n de N. 0,5pt
3
Vérifier que : Up41 — Uy = s (5 — uy,) pour tout n de N et en déduire que la suite (u,) est croissante. 0,75pt
En déduire que la suite (uy,) est convergente. 0,25pt
n Soit (vy,) la suite numérique telle que v, = 5 — u,, pour tout n de N.
2
e Montrer que (vy,) est une suite géométrique de raison 5 et exprimer v, en fonction de n. 0,75pt
2 n
@ En déduire que u,, = 5 — <g> pour tout n de N puis calculer la limite de la suite (uy,). 0,75pt

e

On consideére la suite numérique (u,,) définie par :

3+ u,

U =2et Upp1 = pour tout n deN.

n
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4 (un, — 3
Vérifier que : Up41 — 3 = M pour tout n de N puis montrer par récurrence que u,, < 3 pour
24+ (3 —uy)
tout 1 de N.
. . L. , . Up — 1
Soit (vy,) la suite numérique définie par : v, = 3 pour tout n de N.
— Uy
. . 1 . 1\"
e Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison > et en déduire que v,, = > pour tout n de
N.
1+ 3v, . . :
@ Montrer que u,, = T pour tout n de N puis exprimer u,, en fonction de n.
Un

e Déterminer la limite de la suite (u.,).

Exercice @

On considére la suite numérique (uy,) définie par :

15

BAC 2016

ug = 2 ¢t Up41 = — U, + — pour tout n de N.

16

e Montrer par récurrence que u,, > 1 pour tout n de N.

16

®

15
@ Vérifier que : Unpt1 — Un = ~Te (un — 1) pour tout n de N puis montrer que la suite (u,) est décrois-

sante.

e En déduire que la suite (u,,) est convergente.

Soit (v_)la suite numérique telle que vy, = u, — 1 pour tout n de N.

1
e Montrer que (vy,) est une suite géométrique de raison T6 et exprimer v, en fonction de n.

1 n
@ Montrer que u,, = 1 + (E) pour tout n de N puis déterminer la limite de la suite (wy).

Exercice @

On considére la fonction numeérique f définie sur Uintervalle 10, +o00] par :
2
flx) ==+ (1 - —) Inx.
T

On considére la suite numeérique (u,,) définie par : ug = V3 et Unt1 = f (un) pour tout entier naturel n.

BAC 2017

Montrer par récurrence que : 1 < u,, < 2 pour tout entier naturel 7.

B Montrer que la suite (u,,) est décroissante

En déduire que la suite (us,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice @

BAC 2017

)

®

1
On considére la suite numérique (u,) définie par : up = 17 et up41 = Zun + 12 pour tout entier naturel n.

e Montrer par récurrence que : u,, > 16 pour tout entier naturel n.

@ Montrer que la suite (u,,) est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.

Soit (vy,) la suite numérique tel que : v, = uy, — 16 pour tout entier naturel n.

e Montrer que (v,) est une suite géométrique.
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1 n
@ En déduire que u,, = 16 + (Z) pour tout entier naturel n puis déterminer la limite de la suite (w,). 0,5pt

e Déterminer la plus petite valeur de ’entier naturel n pour laquelle u,, < 16,001. 0,5pt

e ©

Soit f la fonction numérique définie sur R par : f(x) = (a:2 — w) e T+

1
Soit( (uy,) la suite numérique définie par : ug = > et Uny1 = f (uy) pour tout n de N.

Montrer que 0 < u,, < 1 pour tout nn de N. 0.75pt
Montrer que la suite (uy) est décroissante. 0.5pt
En déduire que (u,,) est convergente et déterminer sa limite. 0.75pt

T ®

On consideére la fonction numérique f définie sur lintervalle |05 +o00o[ par : v
£(z) 1+1+ Inz\? 31
r)=x— -+ — — .
2 22 x
2 4
On consideére la fonction numérique h définie sur ]0; oo par : (Chn)
1 +
h(z) = f(z) — =
Veérifier que h(1) = 0. 0 P 0.25pt
Dans la figure ci-contre, (Ch) est la représentation graphique de la -1 y= -t
fonction h. 2
Déterminer le signe de h(x) sur chacun des intervalles ]0; 1] et [1; 4oo[ puis en déduire que : f(x) < x pour tout
x de lintervalle [1; +oo]. 0.75pt
On consideére la suite numérique (up) définie par :  up = e et Up+1 = f (up) pour tout n de N.
Montrer par récurrence que 1 < u,, < e pour tout n de N. 0.75pt
Montrer que la suite (uy) est décroissante. 0.75pt
En déduire que la suite (u,,) est convergente et déterminer sa limite. 0.75pt

mem ©

Soit f la fonction numérique définie sur |05 +oo| par :
1 1
fx) ==+ 5~ Inx + E(lnw)z.

Soit (uy) la suite numérique définie par : ug = 1 et Up4+1 = f (upn) pour tout n de N.

e Montrer par récurrence que 1 < u,, < e pour tout n de N. 0,5pt
@ Montrer que la suite (u,,) est croissante. 0,5pt
e En déduire que la suite (u,) est convergente . 0,5pt

E Calculer la limite de la suite (uy,). 0,75pt
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mEm - ©

x —2\?
Soit f la fonction numérique définie sur R* par: f(z) =24+8 —— ) e
x

r—4

Soit (uy) la suite numérique définie par : ug = 3 et Up4+1 = f (upn) pour tout n de N.
Montrer par récurrence que 2 < u, < 4 pour tout n de N.
Déterminer la monotonie de la suite (uy,) et en déduire qu’elle est convergente.

Calculer la limite de la suite (uwn,).

mEm

3 2u
Soit (uy,) la suite numérique définie par : ug = > et Upt1 = ——™  pour tout n de N

2u, + 5
Calculer uq

E Montrer par récurrence que pour tout n de Ny u,, > 0

2
e Montrer que pour tout n de N, 0 < up41 < gun
. . 3 /2\"
puis en déduire que pour tout n de N,0 < u,, < >\5
@ Calculer lim u.,,
4u

On consideére la suite numérique (v, ) définie par v,, = — _ pour tout n de N.

2u, + 3

2
e Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison =

@ Déterminer v, en fonction de n et en déduire u,, en fonction de n pour tout n de N.

M ®

. . . . 3u, — 8
Soit (uy) la suite numérique définie par : ug = 1 et Upy1 = 2—5 pour tout n de N
Uy —
Montrer que pour tout n de N, u,, < 2
Uy — 3
On pose pour tout n de N, v,, =
Uy — 2

e Montrer que (vy,) est une suite arithmétique de raison 2

@ Ecrire v,, en fonction de n et en déduire u,, en fonction de n pour tout n de N.

e Calculer la limite de la suite (uy,)

o NG

u

—=  pour tout n de IN
3 — 2u,

Soit (u,,) la suite numérique définie par : ug = 2 et Up41 =
Calculer uq

1
Montrer par récurrence que pour tout n de N, 0 < u,, < 5

Un+1<1
-2

e Montrer que pour tout n de N,
Un
@ En déduire la monotonie de la suite (u,,)
n+1
e Montrer que pour tout n de N, 0 < u,, < (§> ; puis calculer la limite de la suite (u,,)

@ On pose v, = In (3 — 2u,,) pour tout n de N, calculer lim v,
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. 1 1
e Veérifier que pour tout n de N, —1=3(——-1 0.5pt
Un+1 Un
@ En déduire u,, en fonction de n pour tout n de N 0.5pt
mEm ©
. . - e 1 1+ uy,
Soit (un,) la suite numérique définie par : ug = 3 et Upy1 = 3w pour tout nn de N
p— un
Montrer que pour tout n de N,0 < u,, < 1 0.5pt
2
Up — 1
e Montrer que pour tout n de N wup41 — up = M 0.5pt
3 — un
@ Montrer que la suite (u,,) est convergente. 0.5pt
1
On pose v, = 1w pour tout n de N
- Un
e Montrer que (vy,) est une suite arithmétique et déterminer sa raison et son premier terme. 0.75pt
. . . n+1
@ Déterminer v, en fonction de n et en déduire que u,, = ?, pour tout n de N 0.75pt
n
o Calculer la limite de la suite (uy,) 0.5pt
. 1011
n A partir de quelle valeur de n, a-t-on u, > —— 7 0.5pt
1012
e ©
z 2
On considére la fonction numérique f définie sur R par f@)=x(ez — 1)
Soit (un,) la suite numérique définie par ugp = 1 ¢t Up+1 = f (uy) pour tout n de N
Montrer par récurrence que 0 < u,, < In4 pour tout n de N 0.5pt
Montrer que la suite (u,,) est décroissante. 0.5pt
En déduire que la suite (uy) est convergente. 0.25pt
Calculer la limite de la suite (uy,). 0.5pt
o B
Ug = 2
Soit la suit éri défini :
oit (un) la suite numérique définie par 2 V32
Upt1 = Tun —+ T; pour tout n de N
e Montrer que pour tout n de Nyu,, > 1 0,5pt
V2 -2 . .
@ Montrer que pour tout n de N, up41 — Uy, = — (upn, — 1) et déduire que la suite ( wuy,) est
décroissante et convergente 0,75pt
On pose pour tout n de N, v,, = u,, — 1
e Montrer que (v,) est une suite géométrique et déterminer sa raison et son premier terme. 0,5pt
@ Ecrire u,, en fonction de n puis déduire la limite de la suite (uy,). 0,5pt
e Calculer la somme S = ug + ©w1 + ug + ...+ uz021 0,25pt
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NOMBRES COMPLEXES

Nombre complexe

L’ensemble des nombres complexes est : C = {z = a + ib/(a; b) € R? et ¢* = —1}
Soit le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (O, er, e3)

fg La forme algébrique du nombre complexe z est : a + zb.

La partie réelle du nombre complexe z est : Re(z) = a.

La partie imaginaire du nombre complexe z est : Im(z) = b.

Le nombre complexe z est imaginaire pur si Re(z) = 0.

Egalité de deux nombres complexes : z = 2z’ <> Re(z) = Re (2’) et Im(z) = Im (2’)

Le conjugué du nombre complexe z est : Z = a — b
fg Le module du nombre complexe 2z est : |z]| = v/zz = Va2 + b2

L’image du nombre complexe z = a + b est le point M (a, b), noté M (z)

L’affixe du point M (a, b) est le nombre complexe z = a + ib, noté zps

L’affixe du vecteur i(a, b) est le nombre complexe z = a + b, noté zz

fg L’affixe du vecteur A_B) est le nombre complexe Zip = %B — %A

fg L’argument du nombre complexe non nul z est une mesure 8 de ’angle orienté (a, 0]@) noté arg z

M (=)
arg z = 0[2x]
R I =
cosO = e(2) et sinf = m(z) €2 ‘ 0 ‘
|| || > >

ﬁ La forme trigonométrique du nombre complexe non nul z est :
z =r(cos @ + isin ) = [r, 0]

avec 1 =|z| etargz = 0[2x] [r,0] est une écriture réduite du nombre complexe r(cos 8 + i sin )

?]

La forme exponentielle du nombre complexe non nul z est : z = re® avec r = |z| et arg z = [27]

i

Propriétés :
Conjugué Module Argument
Opposé —z=-z | — z| = || arg(—z) = (w + arg z)[27]
Conjugué A=) |Z] = || arg(z) = — arg z[27]
Produit | z X 2/ =2z x 2/ | |z X 2| = |z| x |2/| | arg (22/) = (arg z + arg 2’) [27]
Puissance zn = (2)™ [z"] = |=z|™ arg (2™) = narg z[27]
1 1 1 1 1
Inverse — ) == —-|=— arg [ — | = — arg z[27]
& & z |z] z
z z z z z
Quotient (—> == —| = Izl arg <—) = (argz — arg 2’) [2m]
& &F 2’ Ed &
Somme z+ 2 =z+ 2
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Propriétés :
Forme trigonométrique Forme exponentielle
Opposé —[r,0] = [r, 7 + 6] —re? = rel(™t+9
Conjugué [r,0] = [r, —0] ret® = re=%
Produit | [r,0] x [r',0'] = [rr';0 4+ 0'] | (re?®)" = rmein®
. 1 1 .
Puissance [r, O]" = [r™;nO] ===F °
re® p
1 1 370 q ,
Inverse = [—; —9] e® = pp'ei(0+9)
6] _ |
2 0
Quotient [rs 6] = [i, 0 — 0'] L., = L i(0-9)
[rl; 0/] ,r/ ,,.161,9 ,r/
Propriétés :
e z+ Z=2Re(z) o z—z=2Im(z)
o 2z = [Re(2)]? + [Im(2)]? e |z|=0&2=0
e VkeZ |[r,0+4 2kn]=]r,0] o zestréel &z =2z
o zestréel S argz =kn/kE€Z ® z est imaginaire pur < z = —z
® 2z cst imaginaire pur < argz = g + kw/keZ
Formule de Moivre Formule d’Euler :
cos O = 1 (eie + e_w) sin@ = l (eio — e_ig)
(cos @ + isin0)™ = cos(nB) + isin(nh) 9 Y
Equations du second degré a coefficients réels :
I’équation : A = b? — dac Ensemble de solution :
zeC —b—vVA —b+VA
A>0 S = { 5 g -2'_
az’?+bz+c=0 a a
—b
2a
—b—iv—A —-b+iv—-A
A<O S = 4 g tiv
2a 2a

Nombres Complexes et géomeétrie :

Notion complexe : Notion géométrique :
AB = |z — z4| AM =r ( M appartient au cercle de centre A et de rayon r )
|z — za| = |z — z5| AM = BM ( M appartient a la médiatrice de [AB] )
z z
zy = % I milieu de [AB]
zZc — 2
oA eER A B et C trois points alignés
ZB — A
zZc — %
(Ag; A2§> = arg <u> [27] mesure de Pangle (Ag; Az‘?—)
ZB — ZA

o
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Nature d’un triangle :
zZc — 2 [ 7]
SR, ryE— ABC est un triangle rectangle en A
ZB — ZA 2
zZc— 2
2O R4 [1; 0] ABC est un triangle isocéle en A
ZB — ZA _ _
zZc — 2 Iy
AT 1;+— ABC est un triangle isocéle et rectangle en A
ZB — ZA 2
zZc — 2z 7y
X c4 {1; :I:—} ABC est un triangle équilatéral
ZB — ZA 3

Ecritures complexes des transformations du plan

Transformations : Ecriture complexe :

Translation de vecteur & 2 =z+4 2z

Homothétie de centre (w) et de rapport k | 2’ — w = k(z — w)

Rotation de centre 2(w) et d’angle 6 2 —w=e"2z—-w)

Méthodes

Soit le plan complexe muni d’un repére orthonormé direct (o, e_1>, e_%)
Soit M’ (2") I'image d’un point M (z) par une transformation F

2z =az +b avec (a;b) € C? (a # 0)

Fest une translation
eSia=1 Nature du transformation F'

—

de vecteur 4@ d’affixe z—uU=0>

Fest une homothétie de rapport a

ct de centre
a € R*\{1} Nature du transformation F' b

d’affixe w =

1—a

(w vérifie la relation : w = aw + b)

eSia#1

Fest une rotation
a € C\{1}
d’angle : @ = arg a[27]

avecla| = 1 Nature du transformation F' b

—a

et de centre  d’affixe w =

(w vérifie la relation : w = aw + b)
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e ©

Résoudre dans ’ensemble des nombres complexes C I’équation : 22 — 6z + 10 = 0. Ipt

On considére, dans le plan complexe rapporté 4 un repére orthonormé direct (O, €1, €2), les points A, B et
C d’affixes respectives : a =3 — 4, b =3 +i,c =7 — 3i.
Soit z I'affixe d'un point M du plan et 2’ 'affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre A et
Pl

d’angle —.
& 2
e Montrer que : 2’ = iz + 2 — 44. 0.5pt
@ Vérifier que ’affixe du point C’ image du point C par la rotation R est ¢’ = 5 + 31. 0.25pt
cd—-b 1
e Montrer que : b = E'L puis en déduire que le triangle BCC’ est rectangle en B et que BC = 2BC"’.
c —
1.25pt
mem ©
Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes C, 1’équation : 22 — 8v/3z 4+ 64 = 0. Ipt
On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, @, ), les points A, B et C d’affixes
respectives : a = 8i,b=4V3 — 4i ct ¢ = 2(4V3 + 4i).
Soit z I'affixe d’un point M du plan et z’ 'affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre O et
4w
d’angle —.
8 3
1 V3
e Montrer que : 2’ = | —= —i— | z. 0.5pt
2 2
@ Vérifier que le point B est I'image du point A par la rotation R. 0.25pt
a—b 1 V3 . . .
e Montrer que : = — + i—— puis écrire le nombre sous forme trigonomdétrique. 0.75pt
c—b 2 2 c—b
e En déduire que le triangle ABC' est équilatéral. 0.5pt
. ©
Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C ’équation : Ipt
2% — 182+ 82 = 0.
E On considére, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, ¥), les points A, B et C
d’affixes respectives :
a=9+1t,b=9—ietc=11—1.
c—b
e Montrer que b = —1 puis en déduire que le triangle ABC' est rectangle isocéle en B. Ipt
@ Donner une forme trigonométrique du nombre complexe 4(1 — 7). 0,5pt
e Montrer que : (¢ — a)(¢ — b) = 4(1 — i)puis en déduire que : AC X BC = 4V/2. Ipt
Q Soit z l'affixe d’un point M du plan et 2’l’ affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre
3w
B et d’angle >
Montrer que : 2’ = —iz + 10 4+ 83 puis vérifier que I'affixe du point C’ image du point C par la rotation
R est 9 — 3z. 1,5pt
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Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C, ’équation : Ipt

22 —6z+18=0.

—

On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, @, ¥), les deux points A et B d’aflixes
respectives : @ = 3 + 31 et b = 3 — 31.

e Ecrire sous forme trigonométrique chacun des deux nombres complexes a et b. 0,5pt
@ Montrer que b’ Iaffixe du point B’ image du point B par la translation de vecteur Oj est 6 . 0,75pt
G Montrer que : Z : le = i puis en déduire que le triangle AB’B est rectangle isocéle en B’. Ipt
e Déduire de ce qui précéde que le quadrilatére O AB’ B est un carré. 0,75pt
®
Résoudre dans Iensemble des nombres complexes C, ’équation : z2 — 12z + 61 = 0. 0.75pt

B On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, e, e_z)), les points A, B et C d’affixes
respectives a, b et ¢ tel que :
a=6—-—5,b=4—2tctc=2+1.

a—c
Calculer et en déduire que les points A, B et C sont alignés. 0.5pt
—c

On considére la translation T de vecteur 4 tel que I'affixe de 4 est 1 + 5¢. Vérifier que affixe du point D

@0 60

image du point C' par la translation T" est d = 3 + 61. 0.5pt
—c 3

Montrer que : b = —1+4 1 et que e est un argument du nombre complexe —1 + z. 0.75pt

En déduire une mesure de ’angle orienté (Cg, CB) 0.5pt

mEm ®

—

On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, @, ¥), les points A, B et C' d’affixes respectives :
a=2—14,b=6—"Ti,c =8+ 3i.

c—a
e Montrer que : ' —a = 1. 0.75pt
@ En déduire que le triangle ABC' est isocéle et rectangle en A. 0.75pt

Soit z l'affixe d’'un point M du plan et z ’ Paffixe du point M ’ image de M par la rotation R de centre Q
i
milieu du segment [BC] et d’angle -5

e Veérifier que 'affixe du point 2 est w = 7 — 21. 0.5pt
@ Montrer que : 2’ = —iz + 9 4+ 54. 0.75pt
e Montrer que le point C' est 'image du point A par la rotation R. 0.25pt

pEm ©

— -

On consideére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, @, ¥), les points A, B et C' d’affixes respectives
a, b et c tel que :
a=7+2i,b=4+8iet c=—2+ 51.
c—a

e Veérifier que : (1 +4)(—3 + 6¢) = —9 4 3% et montrer que : b

=1+:. 0,75pt

@ En déduire que : AC = ABV/2 et donner une mesure de I'angle orienté (A_B), R) Ipt

™
E Soit R la rotation de centre B et d’angle 3
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e Montrer que laffixe du point D image du point A par la rotation R est : d = 10 + 113. 0,75pt
d—c
Q Calculer b et en déduire que les points B, C et D sont alignés. 0,5pt
—c
o B
Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C, ’équation : 0,75pt

22 — 82+ 25=0.

On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, @, V), les points A, B et C d’affixes
respectives a, b et c tels que :

a=4+3t,b=4—3i¢ct c =10+ 32

et la translation T de vecteur Bi?
e Montrer que l'affixe du point D image du point A par la translation T est d = 10 + 94. 0,75pt

1 1
=-3 (14-¢) puis écrire le nombre complexe — > (14-%) sous une forme trigonométrique.  Ipt

5T
e Montrer que : (Ag, AB) = 7[271'] 0,5pt

mem ©

Résoudre, dans 'ensemble des nombres complexes C, équation : 2% — 2vV/242=0 0.75pt

IR

E On considére le nombre complexe : u = T + 72

b
@ Veérifier que
d

™
e Montrer que le module de u est V2 et que arg u = 5[277]. 0.5pt

@ En utilisant la forme trigonométrique du nombre «, montrer que u® est un nombre réel. 0.75pt

On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (0, e_l), e_%), les deux points A et B d’affixes
respectives a et b tel que : @ = 4 — 4v/3i et b = 8. Soit z affixe d’'un point M du plan et z’ I'affixe du

T

point M’ image de M par la rotation R de centre O et d’angle 3

e Exprimer 2z’ en fonction de z. 0.5pt
@ Veérifier que B est I'image de A par la rotation R et en déduire que le triangle O AB est équilatéral. 0.5pt
Tem @
Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C, ’équation : 22 — 4z + 5 = 0. 0.75pt

On considére, dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O, e_1>, e_2>), les points A, B,C, D et
d’affixes respectives :
a=2+1i,b=2—1,c=1,d=—1etw=1.

a— w

e Montrer que : =1. 0.25pt
b—w
@ En déduire que le triangle 2AB est rectangle et isocéle en €. 0.5pt
Soit z I'affixe d'un point M du plan et z’ I'affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre € et
i
d’angle —.
8 2
e Montrer que : 2’ =iz +1 — 4. 0.5pt
Q Vérifier que : R(A) = C ¢t R(D) = B. 0.5pt
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G Montrer que les points A, B, C et D appartiennent au méme cercle dont on déterminera le centre. 0.5pt
e ©
Résoudre dans ’ensemble des nombres complexes C ’équation : 0,75pt

22 + 10z 4+ 26 = 0.

On considére, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, e_1>, e_g), les points A, B, C
et Q2 d’affixes respectives a, b, ¢ et w tels que :

a=—-2+2i,b=—-5+4,c=—-5—1etw=—3.

b—w .

e Montrer que : =1. 0,5pt
a—w

@ En déduire la nature du triangle QAB. 0,5pt

Soit le point D image du point C par la translation T' de vecteur @ d’affixe 6 + 41
e Montrer que 'affixe d du point D est 1 + 31. 0,5pt
b—d

mem ®

e Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C 1’équation : 22 —8z+432=0. 0,75pt

@ Montrer que : = 2 et en déduire que le point A est le milieu du segment [BD] 0,75pt

@ On considére le nombre complexe a tel que : @ = 4 + 4i.
Ecrire le nombre complexe a sous sa forme trigonométrique puis en déduire que a'? est un nombre réel
négatif. 0,75pt
On consideére, dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (O, i, ¥), les points A, B et C
d’affixes respectives a, b et ¢ tels que :
a=4+4,b=2+3ietc=3+ 41
Soit z I'affixe d’un point M du plan et z’ I'affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre C et

d’angle I
2
e Montrer que : 2’ = iz + 7 + 4. 0,5pt
@ Vérifier que d affixe du point D image du point A par la rotation R est 3 4+ 5. 0,5pt

e Montrer que I'ensemble des points Md’ affixe z tel que : |z — 3 — 53| = |z — 4 — 44| est la droite (BC) 0,5pt

em ©

Résoudre dans l'ensemble des nombres complexes C I'équation :

22 — 42429 =0.

0.75pt
On consideére, dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (0, e_l), e_%), les points Q, A et
B d’affixes respectives w, aetb tels que :
e Soit w le nombre complexe tel que : ©u = b — w.
T
Vérifier que u = 3 + 3¢ puis montre que argu = 1 [27]
@ Déterminer un argument du nombre complexe . 0.75pt
(@ désigne le conjugué du nombre complexe u) 0.25pt
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e Vérifier que @ — w = @ puis en déduire que :

b—w T
QA = QB et arg = —[27].
a—w 2

T
@ On considére la rotation R de centre €2 et d’angle 3

Déterminer I'image du point A par la rotation R.

Em ®

Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C 1’équation : 22 — 8z 441 =0.

On considére, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, i, ¥), les points A, B,C et Q
d’affixes respectives a, b, ¢ et w tels que :

a=4+5,b=3+4i,c=6+Tiet w=4+ Ti.

c—b
e Calculer b et en déduire que les points A, B et Csont alignés.
a pa—

@ Soit z I'affixe d'un point M du plan et 2z’ I'affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre
Q et d’angle —g.
Montrer que : 2’ = —iz — 3 + 113.

e Déterminer I'image du point C par la rotation R

a—w
puis donner une forme trigonométrique du nombre

C —w

mEm

On considére les nombres complexes a et b tels que :

a=V34+ietb=v3—-1+(V3+1)i.
e Verifier que b = (1 + )a.

5
@ En déduire que |b| = 2v/2 et que argb = 1—7;[277].
5 \/6 — \/5

Déduire de ce qui précéde que cos — =
() qui p q D y

Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O, d,¥). On counsidére les points A et B
d’affixes respectives a et b et le point C' d’affixe ¢ telle que : ¢ = —1 + V3.

. . . =4 ™
@ Vérifier que ¢ = ia et en déduire que OA = OC et que (OA, O?) = 5[271'].
e Montrer que le point B est 'image du point A par la translation de vecteur (ﬁ .
e En déduire que le quadrilatére O ABC est un carré.

o S

Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes C 1’équation : 224+42+8=0

On consideére, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, ¥), les points A, B et C
d’affixes respectives a, b et ctel que : a = —2 + 2i,b =4 — 41 et ¢ = 4 + 8i.
e Soit z I'affixe d’un point M du plan et z ’ 'affixe du point M’ image de M par la rotation R de centre

iy
A et d’angle -5 Montrer que : 2’ = —iz — 4.

Q Vérifier que le point B est 'image du point C' par la rotation R et en déduire la nature du triangle ABC.
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0,75pt
Soit w l'affixe du point € milieu du segment [BC].
e Montrer que |¢ — w| = 6. 0,5pt
@ Montrer que I’ensemble des points M d’affixe z tel que : |z — w| = 6 est le cercle circonscrit au triangle 0,5pt
ABC.
mem ©
Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes 1’'équation : 222 4+2245=0. 0.75pt
Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (Oj; @3 &), on consideére la rotation R de centre
27
O et d’angle 3
. . s 1 V3.
e FEcrire sous forme trigonométrique le nombre complexe d = 3 + 71. 0.25pt
. . 1 3. . : . .
@ On considére le point A d’affixe a = -3 + E’L et le point B image du point A par la rotation R.
Soit b l'affixe du point B.
Montrer que b = d - a. 0.5pt
Soit t la translation de vecteur (ﬁ et C l'image de B par la translation t et ¢ ’affixe de C.
. , 1 V3,
e Veérifier que ¢ = b + a et en déduire que ¢ = a 5 + ?’L .
(on pourra utiliser la question 2.b)) 0.75pt
c
@ Déterminer arg (—) puis en déduire que le triangle OAC est équilatéral. 0.75pt
a

e ®

Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes I'équation :

22 —2v2z+4=0.

0.75pt
Dans le plan complexe rapporte & un repére orthonormé direct (Oj;d;¥), on considére le point A d’affixe
™
a= \/5(1 — 1) et la rotation R de centre O et d’angle 3
e Ecrire sous forme trigonométrique le nombre complexe a. 0.25pt

@ Vérifier que Daffixe du point B image du point A par la rotation R est :

b=2 il j si il 0.5pt
= cos 12 + 2sin 12 . .bop

e On considére le point C d’affixe ¢ = 1 + 3.
Montrer que b* — ¢ = 2+/3. 0.5pt

@ Soit t la translation de vecteur (ﬁ et D l'image de B par la translation £.
Montrer que OD = |b + ¢|.

e En déduire que OD X BC = 2v/3. 0.5pt
R ©
Résoudre dans ’ensemble C des nombres complexes I’équation : 22 — 2z + 4 = 0. 0,75pt

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (Oj;;7), on considére les points A, B, Cet

Prof : Zadi Khalid 0678320024



D d’affixes respectives :

a=1—iV3,b=2+4+2i,c=V3+ietd=—2+ 2V3i.

e Vérifier que : @ — d = —v/3(c — d). 0,5pt
-7
@ En déduire que les points A, C' et D sont alignés. rotation R de centre O et d’angle =3 0,25pt
On considére z I'affixe d’un point M et 2z’ I'affixe de M’ image de M par la rotation R de centre O et d’angle
—7
—_—. 0,5pt
3 P
- !/ 1
Vérifier que : 2" = Eaz
n Soient H I'image du point B par la rotation R, h son affixe et P le point d’affixe p tel que p = a — c.
e Vérifier que : h = ip. 0,5pt
@ Montrer que le triangle OH P est rectangle et isocéle en O. 0,5pt
e Résoudre dans ’ensemble C des nombres complexes 1’équation : 0,75pt
22-32+3=0.
3 Lo . "
@ On pose : a = > + Tz; écrire a sous forme trigonométrique. 0,5pt
. 2 . . 2 .
On consideére le nombre complexe b = ?(1 + i) ; vérifier que : b* = 1. 0,5pt
™ L 4
On pose : h = cos 12 + 2 sin = ; montrer que : h* 4+ 1 = a. 0,5pt
Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (Oj@; ¥), on considére le point B d’affixe b
™
et R la rotation de centre O et d’angle Py
Soit ¢ I'affixe du point C image du point B par la rotation R. 0,5pt

Montrer que : ¢ = 2b.

@ En déduire la nature du triangle OBC. 0,25pt

e ©

Dans I’ensemble C des nombres complexes, on considére 'équation : (E) : 22 — 2(\/§ + \/E)z +16=0

e Vérifier que le discriminant de I'équation (E) est A = —4(vV6 — v/2)? 0.5pt
@ En déduire les solutions de 'équation (E). Ipt
Soient les nombres complexes a = (\/6 + \/5) + z(\/é - \/5), b=1+ivV3etc=vV2+iV2
e Veérifier que b€ = a, puis en déduire que ac = 4b 0.75pt
@ Ecrire les nombres complexes b et ¢ sous forme trigonométrique. 0.5pt
e En déduire que a = 4 cosﬂ. —|—isinﬂ- 0.5pt
= —_— —_— .
E 12 12 P

Dans le plan complexe rapporté & un repére orthonormé direct (O, @, ¥), on considére les points B, C et D
d’affixes respectives b, ¢ et d telle que d = a*. Soit z 1’affixe d’un point M du plan et z’ Iaffixe de M’ image

™

de M par la rotation R de centre O et d’angle D

1
e Vérifier que 2z’ = 1%% 0.5pt
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Q Déterminer I'image du point C par la rotation R 0.25pt

e Déterminer la nature du triangle OBC. 0.25pt

@ Montrer que a* = 128b et en déduire que les points O, B et D sont alignés 0.75pt
DT ®

Résoudre dans ’ensemble C des nombres complexes I’équation : 22 — V2z4+41=0 0.75pt

V2 V2
Onposea:T—i-Ti

e Ecrire a sous forme trigonométrique et en déduire que a?°2°

est un nombre réel 0.75pt
. ™ .. T 2
Q Soit le nombre complexe b = cos 3 + ¢sin 3 Prouver que b* = a 0.5pt

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, ¥), on considére les points A, B et C
T
d’affixes respectives a, b et ¢ tel que ¢ = 1. La rotation R de centre O et d’angle 8 transforme le point M

d’affixe z au point M’ d’affixe z’.

e Vérifier que 2’ = bz 0.25pt

@ Déterminer 'image de C par la rotation R et montrer que A est I'image de B par R. 0.5pt
e Montrer que |a — b| = |b — ¢| et en déduire la nature du triangle ABC 0.75pt

@ Déterminer une mesure de I'angle (ﬂ, BC ) 0.5pt
Soit T la translation de vecteur & et D l'image de A par T'

e Veérifier que 'affixe de D est b2 +1 0.25pt

2

@ Montrer que = b+ b et en déduire que les points O, B et D sont alignés 0.75pt

Exercice BAC 2021 @

Résoudre dans ’ensemble C des nombres complexes , les équations : z2 — V3z4+1=0 0.75pt
n Soient les nombres complexes a = e et b= > + z?
e Ecrire a sous forme algébrique. 0.25pt
@ Veérifier que ab = V3 0.5pt

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, ¥), on considére les points A, B et
C d’affixes respectives a, b et a.

Montrer que le point B est I'image du point A par une homothétie h de centre O dont on déterminera le
rapport. 0.5pt

Soient z l'affixe d’un point M du plan et 2z’ Paffixe du point M’ image de M par la rotation R de centre A

t dangle —
(] angle —
& 2

e Ecrire 2z’ en fonction de z et a. 0.5pt
@ Soit d I'affixe du point D image de C par la rotation R, montrer que d = a + 1 0.25pt
G Soit I le point d’affixe le nombre 1 , montrer que ADIO est un losange. 0.5pt
. v3-1 .
e Vérifier qued — b = T(l — ¢); en déduire un argument du nombre d — b 0.75pt
Q Ecrire le nombre 1 — b sous forme trigonométrique. 0.5pt
e Déduire une mesure de I'angle (B_[),/E?) 0.5pt
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e ®

Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes ’équation : 22 — 6z + 13 = 0 0.75pt

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, 4, ¥), on considére les points A, B et C
d’affixes respectives a,b et c tellesque : a =3 + 2450 =3 — 2t et c = —1 — 22

. . c—b
e Ecrire
a—>b

@ En déduire la nature du triangle ABC 0.5pt

sous forme trigonométrique. 0.5pt

™
Soit R la rotation de centre B et d’angle 3 Soit M un point du plan d’affixe z et le point M’ d’affixe 2’
I'image de M par R, et soit D le point d’affixe d = —3 — 44

e Ecrire 2’ en fonction de z 0.5pt
Q Vérifier que C' est 'image de A par R 0.25pt
e Montrer que les points A, C et D sont alignés. 0.5pt
@ Déterminer le rapport de ’homothétie h de centre C et qui transforme A en D 0.5pt
G Déterminer 'affixe m du point E pour que le quadrilatére BC D FE soit un parallélogramme 0.5pt
d—a
e Montrer que est un nombre réel. 0.5pt
m pa—
@ En déduire que le quadrilatére ABE D est un trapéze isocéle. 0.5pt

e ©

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O, i, ¥), on considére le point A d’affixe a = —1 — iV3,
le point B d’affixe b = —1 4+ iv/3 et la translation ¢ de vecteur O

Prouver que l'affixe du point D image du point B par la translation ¢ est d = —2 0.5pt

2w
H On considére la rotation R de centre D et d’angle <?>

Montrer que 'affixe du point C' image du point B par la rotation R est ¢ = —4 0.5pt
_ b— : .
e Ecrire le nombre sous forme trigonométrique 0.5pt
a—c
o b—c\? c—d
@ En déduire que = 0.5pt
a—c b—d

Soient (T') le cercle de centre D et de rayon 2, (I') le cercle de centre O et de rayon 4 et M un point d’affixe
z appartenant aux deux cercles (T') et (T)

e Vérifier que |z + 2| =2 0.25pt
@ Prouver que z + 2 = —8  (remarquer que |z| =4 ) 0.5pt
e En déduire que les cercles (T') et (T) se coupent en un point unique qu’on déterminera 0.25pt

mEE @

Dans le plan complexe rapporté a in repére orthonormé direct (Oj; 4, f), on considére les points A, B et C d’affixes
respectives Zp, =14+ 51, Zp =1 —5ict Zoc =5 — 32

Déterminer le nombre complexe Zp affixe du point D milieu du segment [AC] 0,25pt

o |

1
Soit h homothétie de centre A et de rapport > Déterminer le nombre complexe Zg affixe du point E 'image  0,5pt
de B par h

Iy
On considére la rotation R de centre C' et d’angle (T) , déterminer 'image de B par R 0,5pt

-~ o]

Soit F' le point d’affixe Zp = —1 + ¢
ZD — ZA ZF - ZE

e Vérifier que X = —1. 0,25pt
ZF — ZA ZD - ZE
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@ En déduire que ((ﬁ, zﬁ) + (E_D), E7) = 7[2m7] 0,5pt

Zy — Z
e Déterminer la forme trigonométrique du nombre F—ZF et déduire la nature du triangle AEF 0,5pt
A—4F
Q Déduire que les points A, D, E et F appartiennent & un cercle dont on déterminera un diamétre. 0,5pt
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GEOMETRIE DANS LL’'ESPACE

L’espace est rapporté & un repere orthonormé direct (O, ?, ;, E)

Expressions Analytiques :

Soient i(a, b, c) et ¥ (a’,b’, ") deux vecteurs

Produit scalaire : @ - ¥ = aa’ + bb’ + cc’

W Norme : ||E|| = Va2 + b2 + 2

W b b | a a | a a |
Produit vectoriel : 4 A U = 1 — 7+ k

c c c c b b
F Aire d’un triangle :

1
L’aire d’un triangle ABC est : S ”zﬁ A RH

Distances :

e La distance entre deux points A et B est : AB = \/(a:B —24)+ (yB —ya)’ + (zB — 24)?
e La distance du point M au plan (P) d’équation ax + by + cz +d = 0 est :

laznr + bynr + czv + d
N

IAM A ||

1]l

d(M; (P)) =

e La distance du point M a la droite A(A, @) est : d(M, (A)) =

[' Equation cartésienne

%f Equation cartésienne d’un plan :
7i(a, b, ¢) est un vecteur normal au plan (P) < (P):ax+by +cz+d=0
Si AB A ﬁ =2 6) alors les points A, B et C ne sont pas alignés

Dans ce cas : AB A AC est un vecteur normal au plan (ABC) et I’équation cartésienne du plan (ABC)
peut étre déterminé a 'aide de ’équivalence suivante :

M € (ABC) & AM - (AB A AC) = 0

W Equation cartésienne d’une sphére : :
L’équation cartésienne d’une spheére de centre 2(a, b, ¢) et de rayon R est :

(x—a)*+(y—b)>+(z2—¢c)?=R?
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Ensemble des points M de ’espace vérifiant : Ajﬁ) . Bjﬁ) =0

(9) M

L’ensemble des points de 'espace vérifiant : Ajﬁ) . Bjﬁ) = 0 est la sphére de

diameétre [AB] 4 B

|

Intersection d’une sphére et d’un plan :

Soit 8(€2, R) une spheére et & un plan de 'espace & . On désigne par d la distance du point € au plan & et H
le projeté orthogonal de © sur &2. On a les propriétés suivantes :

Sid> R alors Z NS = @. On dit que le plan & est a l'extérieur de la sphére S
% Sid= Ralors NS = {H}. On dit que P est tangent a la sphére S au point H.

W Sid < Ralors ZNS = ¥ ou ¥ est le cercle de centre H et de rayon r = v/ R? — d2. On dit que le
plan & coupe la sphére S selon le cercle ¥ (H sV R2 — d2>.

P H @ H 2z I

L’intersection d’une sphére et une droite

Soient (2) une droite de Pespace et S(€2, R) une sphére de centre €2 et de rayon R, H le projeté orthogonal du
point € sur la droite (2).Notons d = QH :

W Sid > R alors NS = @. On dit que la droite Z est a 'extérieur de la sphére S.
W Sid= Ralors 2N S = {H}. On dit que Z est tangente a la sphére S au point H.

W Sid < Ralors NS = {A; B}. On dit que Z est perce la sphére S aux points A et B.

‘ d :
2 . 2 :
H 2

H

le plan tangent a une sphére en un point :

Soit & une sphére de centre € et soit A € S.

Il existe un seul plan & tangent a la sphére S en A ; il est défini par : M € & & qu . m = 0. Une équation
cartésienne du plan & est donnée par :

M(z;y;2) € Z < (za —za) (@ —za) + (Yo —ya) (Y —ya) + (20 —24) (2 —24) =0
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e ©

On considére, dans Pespace rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, J, k), les points A(-1,0,3),B(3,0,0)
et C(7,1,—3) et la sphere (S) d’équation :

22 +y?+22—6x—2y—15=0.

Montrer que zﬁ A ﬁ = 3Z—|- 4k et en déduire que 3x + 4z — 9 = 0 est une équation cartésienne du plan

(ABC). Ipt
E Montrer que le centre de la sphére (S) est le point €2(3,1,0) et son rayon est 5. 0.5pt
Soit (A) la droite passant par le point € et perpendiculaire au plan (ABC).

x =3+ 3t
e Démontrer que § ¢ =1 (t € R) est une représentation paramétrique de la droite la droite (A).
z =4t
0.5pt
@ Démontrer que la droite (A) coupe la sphére (S) aux deux points E(6,1,4), et F (0,1, —4). Ipt

mem @

On considére, dans 'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, f, ;, E), les points A(0, —2,0), B(1,1,—4)
et C(0, 1, —4) et la sphére (S) d’équation :

m2+y2+z2—2w—4y—6z—1120.

Moutrer que le centre de la sphére () est le point (1,2, 3) et son rayon est 5 . 0.5pt
e Montrer que A_B) A R = 4; + 3k et en déduire que 4y + 3z + 8 = 0 est une équation cartésienne du
plan (ABC). Ipt
@ Calculer d(2, (ABC)) puis en déduire que le plan (ABC) est tangent a la sphére (S). 0.5pt

Soit (A) la droite passant par le point €2 et perpendiculaire au plan (ABC).

=1
e Démontrer que { 4 = 2 + 4¢ droite (A).R) est une représentation paramétrique de la droite (A). 0.5pt
z=3+ 3t
@ Démontrer que le triplet de coordonnées de H point d’intersection de la droite (A) et le plan (ABC) est
(1,—2,0). 0.25pt
Q Veérifier que H est le point de contact du plan (ABC) et la sphére (S). 0.25pt

o

On considére, dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, i 5’, E), les points A(1,1,—-1), B(0,1,—2)
et C(3,2,1) et la sphére (S) d’équation :

w2+y2+z2—2m—2z—1=0.

Montrer que le centre de la sphere (S) est le point £(1,0,1) et son rayon est v/3. 0.5pt
ne Montrer que E A R = 7 — k et vérifier que £ — z — 2 = 0 est une équation cartésienne du plan
(ABC). 0.75pt
@ Veérifier que d(2, (ABC)) = V/2 puis en déduire que le plan (ABC) coupe la sphére (S) suivant un
cercle (T') de rayon 1. Ipt
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Soit (A) la droite passant par le point € et perpendiculaire au plan (ABC).

=141
e Démontrer que § ¢ =0 (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A). 0.25pt
z=1-—1t

Q Démontrer que le triplet de coordonnées de H point d’intersection de la droite (A) et le plan (ABC) est
(2,0,0). 0.25pt

e En déduire le centre du cercle (T'). 0.25pt

> WD

On considére, dans ’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, i f, E), les points A(—3,0,0), B(0,0,—3)
et C(0,2, —2) et la sphére (S) de centre (1,1, 1) et de rayon 3.

e Montrer que E A ﬁ = 6i — 35"—|— 6k puis en déduire que 2¢ — y + 2z + 6 = 0 est une équation
carté¢sienne du plan (ABC). 1.25pt

@ Calculer d(€2, (ABC)) puis en déduire que le plan (ABC) est tangent a la sphére (S). 0.75pt
Soit (D) la droite passant par le point € et perpendiculaire au plan (ABC).

r=1+4 2t
e Démontrer que { 4 =1 —¢ droite (D)R) est une représentation paramétrique de la droite (D). 0.5pt
z=1+4+2t

Q Démontrer que le triplet de coordonnées de H point de contact du plan (ABC) et la sphére (S) est
(-1,2,—1). 0.5pt

mEm G

On considére, dans lespace rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, ;, E), les points A(—1,1,0), B(1,0,1)
et Q(1,1, —1) et la sphére (S) de centre € et de rayon 3.

e Montrer que Oj A Oﬁ =i+ ; — k et vérifier que ¢ + y — z = 0 est une équation cartésienne du plan

(OAB). Ipt
@ Veérifier que d(Q2, (OAB)) = v/3 puis montrer que le plan (OAB) coupe la sphére (S) suivant un cercle
(T) de rayon V6. Ipt

Soit (A) la droite passant par le point §2 et perpendiculaire au plan (OAB).

r=1+41

e Démontrer que ¢ ¢y =1+ ¢ (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A). 0,5pt
z=—-1-—1

@ Déterminer le triplet de coordonnées du centre du cercle (T). 0,5pt

mem @

On considére, dans Iespace rapporté a un repére orthonormé direct (O, 1, j, I;:’)7 les points A(0,0,1), B(1,1,1) et
C(2,1,2) et la sphere (S) de centre (1, —1,0) et de rayon v/3.
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Montrer que 2 + y% 4+ 22 — 2 4+ 2y — 1 = 0 est une équation cartésienne de la sphére et vérifier que le

point A appartient a la sphere (S). 0,75pt
e Montrer que E A ﬁ =7— 5 — k et en déduire que € — y — z + 1 = 0 est une équation cartésienne

du plan (ABC). 0,75pt

@ Calculer d(2, (ABC)) puis en déduire que le plan (ABC)) est tangent a la sphére (S) en A. 0,75pt

Soit (A) la droite passant par le point €2 et perpendiculaire au plan (ABC).

=141

e Démontrer que y = —1 — t(¢t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A). 0,25pt
z=—1

@ En déduire les coordonnées des deux points d’intersection de la droite (A) et la sphére (S). 0,5pt

DEEm

On counsidére, dans Pespace rapporté a un repére orthonormé direct (O, Z, _7, E),les points A(0,3,1), B(—1,3,0) et
C(0,5,0) et la sphére (S) d’équation :

m2+y2+z2—4x—5=0.

e Montrer que E A zﬁ =2 — ; — 2k et en déduire que les points A, B et C ne sont pas alignés. 0.75pt
@ Montrer que 2 — y — 2z 4+ 5 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC) et le sphére (S). 0.5pt

e Mountrer que le centre de la spheére (S) est le point £2(2, 0, 0) et son rayon est 3. 0.5pt
@ Montrer que le plan (ABC) est tangent a la sphére (.S). 0.75pt
e Déterminer le triplet de coordonnées de H point de contact du plan (ABC) et la sphere (.S). 0.5pt

mEm ®

On considére, dans l'espace rapporté & un repére orthonormé direct (O,;, ;, E), le point A(0,0,1); le plan (P)
d’équation 2 + y — 2z — 7 = 0 et la spheére (S) de centre ©2(0, 3, —2) et de rayon 3 .

T =2t
e Montrer que ¢ ¢ = ¢ (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A) passant par
z=1-—-2t
le point A et perpendiculaire au plan (P). 0.75pt
@ Veérifier que H (2,1, —1) est le point d’intersection du plan (P) et la droite (A). 0.5pt
e Montrer que Sﬁ AU = 3(Z+ 27 + ZE) ot @ = 2% + j — 2k. 0.75pt

Montrer que la distance du point Q a la droite (A) est égale a 3. 0.5pt

e En déduire que la droite (A) est tangente a la sphére (S) et vérifier que H est le point de contact de la
droite (A) et la sphére (S). 0.75pt

meEm - ©

On consideére, dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, iy J, k), le plan (P) d’équation

zc+y+z2z+4=0
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et la sphere (S) de centre Q(1, —1, —1) et de rayon V/3.

1 [a)
(b

Calculer la distance d(€2, (P)) et en déduire que le plan (P) est tangent a la sphére (S).

Veérifier que le point H (0, —2, —2) est le point de contact du plan (P) et la sphére (S).

On consideére les deux points A(2,1,1) et B(1,0,1).

()
o

Veérifier que Oj A O? =i— 5 — k et en déduire que  — y — z = 0 est une équation cartésienne du
plan (OAB).

Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A) passant par Q et orthogonale au plan
(OAB).

Déterminer les coordonnées de chacun des deux points d’intersection de la droite (A) et la sphére (S).

e ©

On considére, dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, 7, ;, E), le plan (P) d’équation 2e—z—2 =0
et la sphére (S) d’équation :

w2+y2+z2+2w—2z—720.

Montrer que le centre de la sphére (S) est le point 2(—1,0,1) et son rayon est 3.

2 [a)
(b

Calculer la distance du point € au plan (P).

En déduire que le plan (P) coupe la sphére (S) suivant un cercle (T').

Montrer que le rayon du cercle (I') est 2 et déterminer les coordonnées du point H centre du cercle (T').

mem ©

On considére, dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O, ;, ;, E), les points A(2,1,3), B(3,1,1) et
C(2,2,1) et la sphére (S) d’équation :

HO
(b
2 [a)
(b

3 [a)
(b

2?4 y?+22—2x+2y—34=0.

Montrer que E A ﬁ = 2Z+ 2;+ k.
En déduire que 2x + 2y + z — 9 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC).
Moutrer que le centre de la sphére (S) est le point €2(1, —1,0) et son rayon est 6.

Montrer que d(2, (ABC)) = 3 et en déduire que le plan (ABC) coupe la sphére (S) suivant un cercle
().
Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A) passant par le point €2 et orthogonale au

plan (ABC).

Montrer que le centre du cercle (T') est le point B.

mEm ©

On considére, dans l'espace rapporte a un repére orthonormé direct (O,;, ;, E) les deux points A(1,3,4) at
B(0,1,2)

1 [a)
(b

Montrer que (ﬂ A O_B) =27 — 2; + k.

Montrer que 2x + 2y + z = 0 est une équation cartésienne du plan (OAB).

Soit (8) la sphére d’équation 2 4 y? 4+ 2% — 6x + 6y — 6z + 2 = 0.
Montrer que le centre de la sphére (S) est le point ©(3, —3, 3) et son rayon est 5.
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e Montrer que le plan (OAB) est tangent a la sphére (S).
@ Déterminer les coordonnées de H point de contact du plan (OAB) et la sphére (.S).

mem

Dans l’espace rapporté & un repére orthonormé direct (O; '?,;, E), on considére le plan (P) passant par le point
A(0,1,1) et dont 4(1,0,—1) est un vecteur normal et la sphére (S) de centre le point (0,1, —1) et de rayon

V2.

e Montrer que @ — z + 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (P).

@ Montrer que le plan (P) est tangent a la sphére (S) et vérifier que B(—1,1,0) est le point de contact.

ne Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A) passant par le point A et orthogonale au
plan (P).

@ Moutrer que la droite (A) est tangente a la sphére (S) au point C(1,1,0).
Montrer que O? N O_B) = 2k et en déduire D'aire du triangle OCB.

=X ) o ©

espace est muni d’un repére orthonormé direct (O, z, J, k:) On considére la sphére (S) d’équation :
x? 4+ y®> + 2% —2x — 2y — 2z — 1 = 0 et le plan (P) d’équation : y — z = 0.

e Montrer que le centre de la sphére (S) est le point £2(1,1, 1) et son rayon est 2.
@ Calculer d(£2, (P)) et en déduire que le plan (P) coupe la sphére (S) suivant un cercle (C).
e Déterminer le centre et le rayon du cercle (C).

Soit (A) la droite passant par le point A(1, —2,2) et orthogonale au plan (P).
e Montrer que @(0,1, —1) est un vecteur directeur de la droite (A).

@ Montrer que ||(ﬁ A @|| = V2||@|| et en déduire que la droite (A) coupe la spheére (S) en deux points.

e Déterminer les coordonnées de chacun des deux points de contact de la droite (A) et la spheére (.S)

e ©

Dans Tl'espace rapporté & un repére orthonormé direct (O;Z;f; E), on considére les points
A(0; —2; —2), B(1; —2; —4) et C(—3; —1;2).

Montrer que AB A R = 2'?+ 2;+ k et en déduire que 2x + 2y + z + 6 = 0 est une équation cartésienne
du plan (ABC).

On consideére la sphére (S) dont une équation est :
:1:2+y2+z2—2:c—2z—23=0.
Vérifier que la sphére (S) a pour centre £2(1;0;1) et pour rayon R = 5.

r=1+4 2t
e Vérifier que { o = 2¢ ; (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A) passant par
z=1+1

le point € et orthogonale au plan (ABC).
Q Déterminer les coordonnées de H point d’intersection de la droite (A) et du plan (ABC).
Vérifier que d(2; (ABC')) = 3, puis montrer que le plan (ABC) coupe la sphére (.S)
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selon un cercle de rayon 4, dont on déterminera le centre.

=) ®

Dans l’espace rapporté a un repére orthonormé direct (Oj i f; E), on considére la sphére () de centre £2(2; 15 2) et
de rayon égale a 3 et le plan (P) passant par le point A(—1;0;3) et @(4;0; —3) est un vecteur normal a (P).

Montrer que &2 + y? + 2% — 4z — 2y — 42 = 0 est une équation cartésienne de la sphére (S).
Vérifier que 4¢ — 3z 4+ 13 = 0 est une équation cartésienne du plan (P).

x =244t
e Vérifier que y=1 (t € R) est une représentation paramétrique de la droite (A) passant par
z=2-3t

Q et orthonormé a (P).
Q Déterminer les coordonnées de H point d’intersection de la droite (A) et du plan (P).
BAO cCalculer d(2; (P)).

@ Montrer que le plan (P) est tangent a la sphére (S) en un point que 'on déterminera.

e ©

Dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (Oj i ;; E), on considére les points A(1; —1; —1), B(0; —2;1)
et C'(1; —2;0).

e Montrer que E A zﬁ = f—i—f—i— k.

@ En déduire que « 4+ y + z 4+ 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC)

B Soit (.S) la sphére d’équation : x? 4+ y% + 22 — 4z + 2y — 22 + 1 = 0. Montrer que le centre de la sphére
(S) est £2(2; —1;51) et que son rayon est R = V/5

e Calculer d(2; (ABC)) la distance du point © au plan (ABC).

Q En déduire que le plan (ABC') coupe la sphére (S) selon un cercle (T').
(la détermination du centre et du rayon de (I') n’est pas demandée)

109 BAC 2019 ®

Dans I’espace rapporté & un repére orthonormé direct (O Z, ;; E), on consideére les points A(1;2;2), B(3; —1;6) et
C(1;153).

e Vérifier que A_B) A R =7— 2; — 2k.
@ En déduire que * — 2y — 2z + 7 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC)

Soient les points E(5;1;4) et F(—1;1;12) et (S) I'ensemble des points M vérifiant : ME .- MFE = 0.
Moutrer que (S) est la sphére de centre £2(2;1;8) et de rayon R = 5.

e Calculer d(92; (ABC)) distance du point € au plan (ABC).
Q En déduire que le plan (ABC') coupe la sphére (S) selon un cercle (T') de rayon r = 4.
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e ©

Dans 'espace rapporté a un repére orthonormé direct (O; 7?, _7, E), on considere les points A(0,1,1), B(1,2,0) et
Cc(-1,1,2)

e Montrer que E A R = §+ k
Q En déduire que  + z — 1 = 0 est une équation cartésienne du plan (ABC)

Soit (S) la sphére de centre (1,1, 2) et de rayon R = V2
Déterminer une équation de la sphére (S)

Montrer que le plan (ABC) est tangent a la sphére (S) au point A
On consideére la droite (A) passant par le point C et perpendiculaire au plan (ABC)

e Déterminer une représentation paramétrique de la droite (A)

@ Montrer que la droite (A) est tangente a la sphére (S) en un point D dont on déterminera les coordonnées

e Calculer le produit scalaire Ac - (7 + k), puis en déduire la distance d(A, (A))

=) ®

Dans l’espace rapporté a un repére orthonormé direct (O,Z, f, E), on considére les deux points A(1,—1,1) et
B(5,1, —3). Soit (S) la sphere de centre €2(3,0, —1) et de rayon R = 3, et (A) la droite passant par le point A
et de vecteur directeur o (2, —2,1).

e Calculer la distance (2.A4)
@ Montrer que les droites (A) et (2A) sont perpendiculaires.
e Déduire la position relative de la droite (A) et la sphére (S)

Soit le point M, (2a — 3,3 —2a,a — 1) ou a € R, montrer que Ajﬁa = (a— Z)Zet déduire que M, € (A)
pour tout a € R

e Vérifier que 2 — 2y + z — 9a + 13 = 0 est une équation du plan (P,) passant par M, et perpendiculaire
a la droite (A)

@ Montrer que d (2, (P,)) = |3a — 6|

e Déterminer les deux valeurs de a pour lesquelles le plan (P,) est tangent a la sphére (5).

O
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DENOMBREMENT ET PROBABILITES

F Dénombrement :

=
%@ Cardinal d’un ensemble :

Soit E un ensemble fini Le cardinal de E est le nombre d’éléments de F, on le note Card FE

W Soit A et B deux parties d’un ensemble fini
| Card(A U B) = Card A + Card B — Card(A N B) |

S
%@ Principe fondamental du dénombrement :
Soit une expérience peut étre réalisée en p choix (p € N*)

Si le premier choix peut étre réalisé en ny fagons différentes
et le second choix peut étre réalisé en ng fagons différentes

et le p-éme choix peut étre réalisé en n,, facons différentes
alors le nombre facons différentes de réaliser cette expérience est le produit :

N XNz Xng X... XNy
O
% Les nombres : n!, A? et C?
neN" nl=nxmh-1)xXxmMm—2)X...x2x1 ol=1
n! n!
AP — cP—__ "
" (n—p)! " pl(n—p)!
—1 _ _ —
Cr+Cr=Cr Cr=Ca""
_ 0o _ -1 _ 1 _
cr=1 C, =1 Chr—m=n C,=n
-
%@ Types de tirages : On tire p objets parmi 1 objets
Type de tirage : Nombre de tirages possible est : L’ordre :
simultané Cr (p<n) n’a pas d’importance
Successif avec remise n? est important
Successif sans remise AP (p<n) est important

-

%g Le nombre de possibilités d’arrangement de n éléments. Si on a n éléments dont :

ny élément de type A
no élément de type B
ng élément de type C

Alors le nombre de possibilités d’arrangement de ces n éléments est : ——
nl!nz!ng!
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— | ProbabilitéSJ—I “
o

%g Probabilités d’un ensemble fini :
La probabilité d’un événement A est la somme des probabilités des événements élémentaire qui le composent, on

la note p(A)
-

%@ Propriétés : Soit 2 'univers associé & une expérience aléatoire

Probabilités : L’événement :
A p<p(A)<1
a p(A) = 1 — p(A)

p(AU B) = p(A) + p(B) — p(AN B)
AUB Si (Aet B sont incompatibles) Alors

p(AU B) = p(A) + p(B)

W S’il y a équiprobabilité alors pour tout événement A de €2, on a :

card A _ nombre des cas favorables

p(A) = = :
card nombre des cas possibles

Loi d’une variable de probabilité aléatoire : |—\—/—-\—-

Soit € 'univers associé & une expérience aléatoire Pour définir la loi de probabilité de la variable X sur €2 on suit

les étapes suivantes :
On détermine X (2) = {@1;x2;X3;5...;Tn} U'ensemble des valeurs prises par X
On calcule pour chaque valeur x; sa probabilité p; = p (X = x;) avec ¢ € {1;2;...;5n}

On résume la loi de probabilité de la variable X par le tableau suivant :

T4 Ty | T2 | T3 | * Tn

p(X=x;) |p1 | D2 | P3| - | Pn

r’ Probabilité conditionnelle :

Soit A et B deux événements liés & une méme expérience aléatoire tel que : p(A) # 0 La probabilité de I’événement
B sachant que A est réalisé est le nombre :

pa(B) = p(B/A) = ”(j(—Z)B)

Evénements indépendants :

Soit A et B deux événements liés & une méme expérience aléatoire

A et B sont indépendants < p(A N B) = p(A) X p(B) N
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L’espérance, la variance et 1’écart-type d’une variable aléatoire :

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est définie par le tableau suivant :

Z; 1 Lo 3 ©oa Ly

p(X=x;) | p1 | P2 | P3| - | Pn

L’espérance mathématique de la variable X | E(X) =x1 X p1+ @2 X p2 + T3 X p3 + ...+ Tp X Dp,

La variance de la variable X V(X) =E (X?) — [B(X)]?
L’écart-type de la variable X o(X) =+vVV(X)

|

Epreuve répétée :

Soit p la probabilité d’'un événement A, lors d’une expérience aléatoire
Si on répéte n fois 'épreuve dans des conditions identiques alors la probabilité de réalisation de A exactement k
fois durant les m épreuves est :

L Ck(p)*1—p)"* (k<n)

I|¥Loi binomiale :f
Soit p la probabilité d’un événement A, lors d’'une expérience aléatoire on répéte n fois I’épreuve dans des conditions
identiques si la variable aléatoire X, égale au nombre de réalisation de A durant les n épreuves alors la loi de
probabilité de la variable X est donnée par :

Vk € {0;1;2;...;n} p(X =k)=CFxp*x (1 —-p)*
On dit que la variable X suit une loi binomiale de paramétres n et p et on a

E(X)=nxp ectV(X)=np(l-p)
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mEm ©

Une urne contient cing boules blanches, trois boules rouges et deux boules noires (les boules sont indiscernables au
toucher).
On tire au hasard, simultanément, quatre boules de "urne.

On considére les deux événements :

A : 7 tirer une seule boule rouge" et B : tirer une boule blanche au moins".
1 41
Montrer que p(A) = — et que p(B) = —.
2 42
Soit X la variable aléatoire qui a chaque tirage associe le nombre de boules rouges tirées.
e Vérifier que les valeurs prises par la variable aléatoire X sont :0,1, 2 et 3.
3 1
@ Montrer que p(X = 2) = o etp(X =0) = 3

e Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

113 BAC 2010 ®

Une urne contient huit boules portant les nombres : 1,1,1,2,2,3.
(les boules sont indiscernables au toucher).
On tire au hasard, successivement et sans remise, deux boules de 'urne.

Soit A I'événement :" tirer deux boules portant le nombre 2 " et B ’événement :" tirer deux boules dont une

au moins porte le nombre 1".
Mont A4) 3 t (B) 13
ontrer que = — et que = —.
que p 28 que p 28
Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le nombre de boules portant un nombre impair.
e Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire X.
15
@ Montrer que p(X =1) = —.
28
G Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

mm O

Une urne contient huit jetons indiscernables au toucher : un jeton portant le nombre 0, cinq jetons portant chacun
le nombre 1 et deux jetons portant chacun le nombre 2. On tire au hasard, simultanément, trois jetons de I'urne.

Soit A I'événement : "Les trois jetons tirés, portent des nombres différents deux a deux"

5
Montrer que p(A) = 28

Soit B I'’événement : "La somme des nombres portés par les trois jetons tirés est égale & 5"
5

Montrer que p(B) = —.

que p(B) =

Soit C I’événement : " La somme des nombres portés par les trois jetons tirés est égale a 4"

3
Montrer que p(C) = 3

=) e ©

Une urne contient cing boules rouges, quatre boules blanches et trois boules vertes (les boules sont indiscernables au
toucher). On tire au hasard, simultanément, trois boules de 'urne.

1
Montrer que la probabilité de tirer trois boules rouges est 23

3
Montrer que la probabilité de tirer trois boules de méme couleur est yvE
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37
Montrer que la probabilité de tirer une boule rouge au moins est yvh

mm ©

Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher : cingq boules rouges, trois boules vertes et deux boules blanches.
On tire au hasard, simultanément, quatre boules de 'urne.

Soient les deux événements suivants :
A :" Tirer deux boules rouges et deux boules vertes "

B :” Aucune boule blanche parmi les quatre boules tirées "

Montrer que p(A) = 7 et que p(B) = 3

Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le nombre de boules blanches tirées.

e Vérifier que les valeurs prises par la variable aléatoire X sont : 0,1 et 2.

8
@ Montrer que p(X = 1) = I puis déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

[l D ®

Un sac contient 9 jetons indiscernables au toucher : quatre jetons blancs, trois jetons noirs et deux jetons verts. On
tire au hasard, simultanément, trois jetons du sac.

Soient les deux événements suivants :
A :" Tirer trois jetons de méme couleur
B : "Tirer trois jetons de couleurs différentes deux & deux

n

n

5 2
Montrer que p(A) = aa et que p(B) = 7

Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le nombre de jetons noirs tirés.

e Vérifier que les valeurs prises par la variable aléatoire X sont :0,1,2 et 3.

@ Mont (X = 2) 3 (X =1) 15
onrerquep = :—ep = e
14 28

e Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

e

Un sac contient neuf jetons indiscernables au toucher portants les nombres :

0,0,0,0,0,1,1,1,1

On tire au hasard, simultanément, deux jetons du sac. Soit A 1’événement : "La somme des nombres portés

par les deux jetons tirés est égale & 1" Montrer que p(A) = 9

On considére le jeu suivant : Said tire au hasard, simultanément, deux jetons du sac et il est considéré gagnant
s’il tire deux jetons portant chacun le nombre 1.

1
e Montrer que la probabilité pour que Said gagne est re

@ Said a joué le jeu précédent trois fois (Said remet & chaque fois les denx jetons tirés dans le sac). Quelle
est la probabilité pour que Said gagne exactement deux fois.
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Pour déterminer les deux questions d’un examen oral dans un concours de recrutement, le candidat tire au hasard,
successivement et sans remise, deux cartes d’une urne contenant 10 cartes : huit cartes concernant les mathématiques
et deux cartes concernant la langue francaise

(on suppose que les cartes sont indiscernables au toucher).

On considére

I’événement A :" Tirer deux cartes concernant la langue frangaise "

et ’événement B :"Tirer deux cartes concernant deux matiéres différentes ".

1 16
Montrer que p(A) = = et que p(B) = =

Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le nombre de cartes tirées concernant la langue frangaise.

e Vérifier que les valeurs prises par la variable aléatoire X sont : 0,1 et 2.

28
@ Montrer que p(X = 0) = - puis donner la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

mem ©

Une urne contient huit boules : 3 boules rouges, 3 boules vertes et 2 boules blanches (les boules sont indiscernables
au toucher). On tire au hasard successivement et sans remise deux boules de 1'urne.

On considére I'événement A suivant :" tirer une boule blanche au moins". et ’événement B suivant :" tirer
deux boules de méme couleur".

13 1
Montrer que p(A) = 28 et p(B) = e

Soit X la variable aléatoire qui est égale au nombre de boules blanches tirées.
1

Montrer que p(X = 2) = —.

(a ) que p( )= o

@ Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X et calculer 'espérance mathématique E(X).

B2==-) e 20> BN

Une urne contient 5 jetons : deux jetons blancs, deux verts et un rouge (les jetons sont indiscernables au toucher).
On tire au hasard successivement et avec remise trois jetons de 'urne.

Soit ’événement A :"les trois jetons tirés sont de méme couleur ".

17
Montrer que p(A) = —.
que p(A) 125
Soit X la variable aléatoire qui est égale au nombre de jeton (s) blanc (s) tirés.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

wem ©

Une urne contient 10 boules : quatre boules rouges et six boules vertes. (les boules sont indiscernables au toucher).
On tire simultanément et au hasard deux boules de 'urne.

Soit I’événement A :" les deux boules tirées sont rouges".

2
Montrer que p(A) = —.
que p(A) = =
Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage de deux boules associe le nombre de boules rouges restantes

dans 'urne.

e Montrer que ’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire X est {2, 3,4}.

8
@ Montrer que p(X = 3) = 5 puis déterminer la loi de probabilité de X.
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Une wurne contient 10 boules portant les nombres
1,2,2,3,3,3,4,4,4,4 .

(les boules sont indiscernables au toucher).

On considére I’épreuve suivante : On tire au hasard successivement

et sans remise deux boules de l'urne. @

Soit I’événement A :" les deux boules tirées portent deux nombres pairs".

1
Montrer que p(A) = 3

On répéte 'épreuve précédente trois fois en remettant & chaque fois les deux boules tirées dans I'urne.
Soit X la variable aléatoire qui est égale au nombre de fois ot I'événement A est réalisé.

4
Montrer que p(X = 1) = 9 puis déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

em

Une urne contient huit boules indiscernables aut toucher portant @@@@
chacune un nombre comme indiqué sur la figure ci-contre.
On tire au hasard, simultanément, trois boules de I'urne. @

Soit A I’événement :

"Parmi les trois boules tirées, aucune ne porte le nombre 0"
et B 1 ’événement :

"Le produit des nombres portés par les trois boules tirées est égale a 8"

Mont (A) 5 t (B) !
ontrer que = — et que = -.
que p 14 que p 7
Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le produit des nombres portés par les trois boules
tirées.
3
e Montrer que p(X = 16) = 28 z; olals]| 16
@ Le tableau ci-contre concerne la loi de probabilité de la p(X = z;) i
variable aléatoire X. ’ 28

Recopier sur votre copie et compléter le tableau en justifiant chaque réponse.

125 BAC 2017 ®

Une urne contient huit boules indiscernables au toucher : cinq
boules blanches, trois boules rouges et deux boules vertes (voir aeeee

figure ci-contre).
Soit A I'événement : "Parmi les quatre boules tirées, il y’a une seule boule verte seulement ".

On tire au hasard, simultanément, quatre boules de I'urne.

et B ’événement : "Parmi les quatre boules tirées, il y’a exactement trois boules de méme couleur".
8 19
Montrer que p(A) = — et que p(B) = —.
que p(A) = = et que p(B) = —o
Soit X la variable aléatoire qui & chaque tirage associe le nombre de boules vertes tirées.
2
e Montrer que p(X = 2) = —.
15
@ Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X et montrer que ’espérance mathématique est

égale 4 —.
& 5
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Une urne contient 9 boules indiscernables au toucher : cinq boules rouges portant les nombres 151;2;2;2 et
quatre boules blanches portant les nombres 1;2;2; 2.
On considére ’expérience suivante : on tire au hasard et simultanément trois boules de 1'urne.
Soient les événements :
A :" les trois boules tirées sont de méme couleur "
B : "les trois boules tirées portent le méme nombre "
C : 7 les trois boules tirées sont de méme couleur et portent le méme nombre "

1 1 1
Mountrer que p(A) = E,p(B) =3 etp(C) = o 1.5pt
On répéte Pexpérience précédente trois fois avec remise dans I'urne des trois boules tirées aprés chaque tirage,

et on considére la variable aléatoire X qui est égale au nombre de fois de réalisation de 1’événement A.

e Déterminer les parameétres de la variable aléatoire binomiale X. 0.5pt

25
@ Montrer que p(X = 1) = - et calculer p(X = 2). Ipt

B=X-) ®

Une urne contient 12 boules indiscernables an toucher : 3 boules rouges portant chacune le nombre 1, 3 boules rouges
portant chacune le nombre 2et6 boules vertes portant chacune le nombre 2 .

On tire au hasard et simultanément deux boules de 1'urne, et on considére les événements suivants :

A : 7 les deux boules tirées portent le méme nombre "

B : ” les deux boules tirées sont de couleurs différentes "

C :” les deux boules tirées portent deux nombres dont la somme est égale & 3 "

13 6
Montrer que p(A) = 22 et p(B) = Rl puis calculer p(C). 1.5pt
3
2 Montrer que p(AN B) = —. 0.5pt
2 [a] que p(AN B) = - v
@ Les deux événements A et B sont-ils indépendants ? Justifier votre réponse. 0.5pt
Sachant que I’événement B est réalisé, calculer la probabilité de tirer deux boules portant le méme nombre. 0.5pt

mEm ©

Une urne contient dix boules : trois boules vertes, six boules rouges et une boule noire indiscernables au toucher. On
tire au hasard et simultanément trois boules de I'urne. On considére les événements suivants :

A : "ODbtenir trois boules vertes."

B : "Obtenir trois boules de méme couleur.
C : "Obtenir au moins deux boules de méme couleur."

Mont (A) L (B) 7 2pt
ontrer que = —— € = —.
due p 120 p 40 v

Calculer p(C). Ipt

n
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Une urne contient une boule rouge, deux boules blanches et trois boules noires indiscernables au toucher. On tire au
hasard successivement et avec remise trois boules de 'urne. Soient les événements suivants :

A : "les trois boules tirées sont de méme couleur."

B : "il n’y a aucune boule blanche parmi les boules tirées."

C : "il y a exactement deux boules blanches parmi les boules tirées."

1 8
Montrer que p(A) = s etp(B) = > 2pt

Calculer p(C). Ipt

Prof : Zadi Khalid 0678320024



Exercice @

Une urne contient dix boules :
toucher. On tire au hasard simultanément trois boules de 'urne.

BAC 2022

1
Montrer que p(A) = P ou A est I’événement " N’obtenir aucune boule rouge "

Calculer p(B) ou B est I'événement "Obtenir trois boules blanches ou trois boules vertes

1
Montrer que p(C) = > ou C est ’événement "Obtenir exactement une boule rouge "

Calculer p(D) ou D est I’événement "Obtenir au moins deux boules rouges "

)

trois boules blanches, trois boules vertes et quatre boules rouges indiscernables au

131
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®

Une urne contient trois boules blanches, quatre boules rouges et cinq boules vertes, indiscernables au toucher. On

tire au hasard et simultanément trois boules de 'urne.

On considére les événements suivants :

e A : "Obtenir exactement deux boules rouges "
e B : "Obtenir exactement une boule verte "

12
e Montrer que p(A) = =5 et p(B) = —

21
44

@ Calculer p(A/B) : la probabilité de I’événement A sachant que I’événement B est réalisé. Les événements
A et B sont-ils indépendants ?

Soit la variable aléatoire X qui associe & chaque tirage le nombre de boules vertes tirées

e Déterminer la loi de probabilité de X

@ Calculer la probabilité d’obtenir au moins deux boules vertes.
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